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Передмова
Широке впровадження в навчальний процес сучасних засобів зби­

рання, зберігання, опрацювання, подання, передавання інформації 
відкриває широкі перспективи щодо гуманітаризації освіти і гумані­
зації навчального процесу, поглиблення та розширення теоретичної 
бази знань і надання результатам навчання практичного значення, ак­
тивізації пізнавальної діяльності, створення умов для повного роз­
криття творчого потенціалу дітей з урахуванням їхніх вікових особли­
востей і життєвого досвіду, індивідуальних нахилів, запитів і здібнос­
тей.

Разом з тим виникає цілий ряд проблем, що стосуються змісту, мето­
дів, організаційних форм і засобів навчання, обов’язкових рівнів знань 
різних навчальних предметів, яких має досягти кожна дитина.

Даний посібник має на меті розкрити деякі аспекти використання 
засобів сучасних інформаційних технологій під час вивчення алгебри 
і а початків аналізу в середніх навчальних закладах із різними ухила­
ми навчання.

І Іричому вчителеві не нав’язуються та чи інша методика подання 
навчального матеріалу, закріплення і контролю знань, конкретний 
зміст, методи, засоби і організаційні форми навчання, співвідношення 
між обсягом самостійної роботи учнів і роботи разом із вчителем, між 
індивідуальними і колективними формами роботи тощо. Все це вчи- 
іпіі. має визначити сам з урахуванням власних позицій і уподобань, 
і пецифіки умов, в яких перебігає навчальний процес, індивідуальних 
особливостей учнів і класного колективу.

'{розуміло, що неможливо і немає потреби однаково навчати і 
навчити всіх дітей, сформувати в кожної дитини одні й ті самі знання, 
вміння та навички в різних предметних галузях, домагатися від дітей 
ооов’язкового досягнення одного й того самого рівня розвитку логіч­
ного та творчого мислення, однакового сприймання різних проявів 
»ночуючої дійсності. Це стосується і навчання математики, методів 
і"» з.’взування різноманітних задач, побудови й аналізу математичних 
моделей найрізноманітніших процесів і явищ, інтерпретації та уза- 
I і п.псння результатів такого аналізу.

І la сьогодні розроблено значну кількість програмних засобів, що 
м чіпляють розв’язувати за допомогою комп’ютера досить широке 
воно математичних задач різних рівнів складності. Це такі програми 
ив Di RIVE, EUREKA, GRAN 1, Maple, MathCad, Mathematika, MathLab, 
Maxima, Numeri, Reduce, Statgraph тощо. Причому одні з цих програм 
розраховані на фахівців досить високої кваліфікації в галузі матема- 
I тої інші -  на учнів середніх навчальних закладів чи студентів вузів, 
чм пише почали вивчати шкільний курс математики чи основи вищої 
м.і тематики.



Найбільш придатними для підтримки вивчення курсу математики е 
середніх навчальних закладах видаються програми DERIVE, EUREKA, 
GRAN1. Для їх використання не вимагаються надто потужні 
комп’ютери з великою швидкодією, значними обсягами оперативних 
запам’ятовуючих пристроїв, високими вимогами до можливостей 
графічних побудов. При роботі з ними цілком успішно можуть бути 
використані будь-які IBM-сумісні ком’ютери з процесорами типів 86, 
286 і вище, кольоровими моніторами і графічними адаптерами типу 
EGA і вище, ОЗП від 386 кБ і вище. Названі програми прості у корис­
туванні, оснащені досить зручним і «люб’язним» інтерфейсом, макси­
мально наближеним до інтерфейсу найбільш поширених програм за­
гального призначення (систем опрацювання текстів, управління база­
ми даних, електронних таблиць, графічних і музичних редакторів, 
операційних оболонок тощо), контекстно-чутливою допомогою. Від 
користувача не вимагається значного обсягу спеціальних знань з ін­
форматики, основ обчислювальної техніки, програмування тощо, за 
винятком найпростіших понять, які цілком доступні для учнів серед­
ніх класів шкіл.

Використання подібних програм дає можливість учневі 
розв’язувати окремі задачі, не знаючи відповідного аналітичного апа­
рату, методів і формул, правил перетворення виразів тощо. Наприк­
лад, учень може розв’язувати рівняння і нерівності та їх системи, не 
знаючи формул для знаходження коренів, методу виключення змін­
них, методу інтервалів тощо; обчислювати похідні та інтеграли, не 
пам’ятаючи їхніх таблиць, досліджувати функції, не знаючи алгорит­
мів їх дослідження, відшукувати оптимальні розв’язки в найпрості­
ших задачах лінійного і нелінійного програмування, не використову­
ючи симплекс-метод, градієнтні методи тощо. Разом з тим, завдяки 
можливостям графічного супроводу комп’ютерного розв’язування 
задачі, учень чітко і легко розв’язуватиме досить складні задачі, впев­
нено володітиме відповідною системою понять і правил. Використан­
ня подібних програм дає можливість у багатьох випадках зробити 
розв’язування задач настільки ж доступним, як і просте розглядання 
малюнків чи графічних зображень. Відповідні програми перетворю­
ють окремі розділи і методи математики в «математику для всіх», що 
робить їх доступними, зрозумілими, легкими і зручними для викорис­
тання, а той, хто розв’язує задачу, стає користувачем математичних 
методів, можливо не володіючи їхньою будовою і обгрунтуванням, 
аналогічно до того, як він використовує інші комп’ютерні програми 
(текстові, графічні, музичні редактори, електронні таблиці, бази да­
них, операційні оболонки, експертні системи), не знаючи, як і за яки­
ми принципами вони побудовані, якими мовами програмування опи­
сані, які теоретичні положення покладено в їхню основу.

З іншого боку, такий підхід до вивчення математики дає наочні 
уявлення про поняття, що вивчаються, розвиває образне мислення, 
просторову уяву, дозволяє досить глибоко проникнути в сутність до­
сліджуваного явища, неформально розв’язувати задачу. При цьому на 
передній план виступає з’ясування проблеми, постановка задачі, роз­
робка відповідної математичної моделі, матеріальна інтерпретація 
отриманих за допомогою комп’ютера результатів. Усі технічні опера­
ції щодо опрацювання побудованої математичної моделі, реалізації 
методу відшукання розв’язку, оформлення та подання результатів 
опрацювання вхідної інформації покладаються на комп’ютер.

Важко переоцінити ефективність використання програм зазначено­
го типу і в разі поглибленого вивчення математики. Можливість про­
вести необхідний чисельний експеримент, швидко виконати потрібні 
обчислення чи графічні побудови, перевірити ту чи іншу гіпотезу, ви­
пробувати той чи інший метод розв’язування задачі, вміти проаналі­
зувати та пояснити результати, отримані за допомогою комп’ютера, 
з'ясувати межі можливостей застосування комп’ютера чи обраного 
методу розв’язування задачі має надзвичайне значення у вивченні ма- 
іематики.

Уже з наведеного видно, як можуть змінюватись (причому в досить 
широкому діапазоні) зміст і структура навчальної діяльності учнів 
залежно від специфіки обраної ними предметної галузі, спрямованості 
навчання, індивідуальних нахилів і здібностей. При цьому 
комп’ютерна підтримка вивчення математики з використанням про­
грамних засобів зазначеного типу дає значний педагогічний ефект, 
полегшуючи, розширюючи і поглиблюючи вивчення і розуміння ме­
тодів математики на відповідних рівнях в середніх навчальних закла­
дах з найрізноманітнішими ухилами навчання -  гуманітарного спря­
мування, СПТУ різних профілів, середніх загальноосвітніх школах, 
гімназіях, ліцеях, класах і закладах з поглибленим вивченням природ­
ничо-математичних дисциплін. Звичайно, і програми курсів матема­
тики, і глибина вивчення відповідних понять, законів, методів, аналі­
тичного апарату можуть суттєво різнитися між собою.

Не торкаючись докладно всіх тем, які вивчаються в курсі матема­
тики загальноосвітньої середньої школи, можна зауважити, що 
комп’ютерні програми згаданого типу можуть бути використані прак­
тично на всіх уроках математики, починаючи вже з п’ятих-шостих 
класів, зокрема під час вивчення системи координат на прямій і на 
площині, поняття функції, елементарних функцій та їхніх властивос­
тей, методів розв’язування рівнянь і нерівностей та їхніх систем, еле­
ментів теорії границь числових послідовностей, диференціального та 
інтегрального числень та їх застосування. Зрозуміло, що окрім подіб­
них програм вчитель при потребі може використовувати різного роду 
тренажери, програми для контролю знань, збирання статистичних да-

4 5



13

„я використання при розв’язуванні задач, які подекуди
них стосовно навчального процесу та їх опрацювання тощо. Викорис ( високої кваліфікації в галузі математики, 
тання зазначених програм дає змогу вчителеві значно інтенсифікуватиму тпетьому розділі вміщено правила роботи 
спілкування його з учнями та учнів між собою, більше уваги приділи 
ти задачам на доведення, постановці задач, побудові їхніх математич 
них моделей, розробці і дослідженню методів розв’язування задач 
дослідженню розв’язків, логічному аналізу умов задач, пошуку не 
стандартних підходів до розв’язування задач, виявленню закономір

вимагають

У третьому розділі вміщено правила ... ПрОГрДМОЮ
■\UREKA.До всіх тем, розглянутих у посібнику, наведена значна кількість 
.рикладів, унаочнюючих графічних зображень, задач і вправ для са­
мостійного виконання, питання для самоконтролю.--------- маїіпплі

254053,

"Передбачається, що користувач володіє найпростішими навичками 
ностей, яким підкоряються досліджувані процеси і явища, п ер е к л ас ти ^ ^  3 відповідно оснащеним комп’ютером. Зрозуміло, що фахівці в 
на комп’ютер рутинні, чисто технічні та нецікаві операції, ручне ви-] • системного програмного забезпечення повинні заздалегідь
конання яких практично не розвиває інтелекту дитини, а часто навіть, астити комп’ютер всіма необхідними системними програмними 
навпаки, гасить його, коли дитина уподібнюється до робота чи̂ собами _ встановити необхідну операційну систему, операційну 
комп’ютера, виконуючи замість нього обчислювальні, графічні та ін-1\£. Лпяйвеои пристроїв введення-виведення тощо. Від корис-
ші технічні операції. ’* а розглянутих у посібнику програмних засобів такі знання і

Зрозуміло, що заняття з математики, орієнтовані на використання^,іі111я не вимагаються, 
засобів навчання згаданих типів, мають проходити у відповідно осна- d - vkh та зауваження просимо надсилати на адресу: 
щеному досить досконалими технічними і програмними засобами( ))1|( ^  Вул Обсерваторна, 25. Видавництво «Техніка», 
класі. У таких класах мають вивчатися всі навчальні предмети без ви- . .націю щодо розглядуваних прогини*.засобі.; можна отри- 
нятку, а не лише основи інформатики та оочислювальної техніки. Це за адресою' 252030, Київ, ЗО, вул. Пирогова, 9. Український дер 
зі свого боку сприятиме розширенню і поглибленню міжпредметних1̂1® ни- педагогічний університет ім. М. П. Драгоманова. кафедра ін- 
зв’язків, інтеграції окремих навчальних предметів, їх взаємопроник- пматики 
ненню і взаємодії, що, зрештою, дасть можливість оволодівати еле-'* " 
ментами нових інформаційних технологій при вивченні різних 
навчальних дисциплін, а не лише окремого, майже ізольованого від 
інших, навчального курсу «Основи інформатики і обчислювальної 
техніки».

У даному посібнику досить детально розглянуті програмні засоби 
GRAN1, DERIVE, EUREKA в обсязі, який відповідає програмі з курс) 
математики загальноосвітньої середньої школи. Усі названі програми 
призначені перш за все для розв’язування певних класів задач різними 
методами й можуть бути віднесені до так званих програм- 
розв’язувачів.

Посібник складається із трьох розділів.
У першому розділі подано правила роботи із програмою GRAN1, 

яка розроблялася спеціально для підтримки шкільного курсу матема­
тики. Проаналізовано можливості використання програми у вивченні 
різних розділів математики в загальноосвітній середній школі, СПТУ, ! 
педагогічних училищах, середніх навчальних закладах гуманітарного 
спрямування.

У другому розділі розглянуто правила роботи із програмою 
DERIVE в тій її частині, яка не виходить далеко за рамки програм 
шкільних курсів математики та інформатики. Подана порівняльна ха­
рактеристика окремих послуг програм GRAN1 і DERIVE. Проаналізо­
вано можливості використання програми DERIVE для підтримки шкі­
льного курсу математики з огляду на те, що програма розроблялася
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Розділ 1
Програма GRAN1

§ 1. Початок роботи з програмою. 
Звернення до послуг програми

Програма GRAN1 призначена для графічного аналізу 
звідки і походить її назва (GRaphic ANalysis).

Для роботи з програмою потрібно мати на диску два
granl.exe та gran 1. hip, загальний обсяг яких становить 
240 Кбайт.

Н о в а  ф у н к ц і я  F 4
І П І Н И Т И  о б ' є к т  _
• І н ін и т и  . . .
Я а в а н т а ж и т и  F 3
Л б е р е г т м  F 2
Переписати 

П и / іу ч и ти  F 8
Им 6 IP

І М ' ї к т  Г р а ф і к  О п е р а ц і ї  І н т е г р а л и  О п ц і ї

функцій) 

файли
яких становить близью

Надалі «вказати ім’я файла», «звернутись до послуги» 
чатиме -  встановити вказівник імен файл:" — -------- '

яііп \ / П П Я К П 1 ї- Ії-Г с і .  . . . .  ---------

і т.п. озна
чатиме -  встановити вказівник імен файлів чи послуг (з використай 
ням клавіш управління курсором чи маніпулятора «мишка») на по 
трібне ім’я і натиснути клавішу Enter (чи ліву клавішу «мишки»), і

Після активізації програми на екрані з’явиться зображення, подане) на рис.1.1.
У верхньому рядку на екрані подано «головне меню» 
юлуг», до яких можна звернутися в процесі роботи з програмою 

зверненні до певного пункту ГОЛОВНОГО-----
* T I R  Ґ Г Т П Г П Л / г Л  ------ — : ----------

перелік* верхньому рядку на екрані подано «головне мен
«послуг», до яких можна звернутися в процесі роботи Г- ,____
При зверненні до певного пункту головного меню з’являється перелі 
пунктів (послуг) відповідного підменю (рис. 1.2). Пункти підменю, 
свою чергу, можуть розгалужуватись на підпункти, перелік яки 
з’являється при зверненні до відповідного пункту підменю.

Ви б ІР
г<Г> у<Т> Stat P o ly  6 < x ,y

С т а т и О

В и б е р і т ь  п о с и а г а
к /іа в іїи а м н  t  , 4
E n t e r  -  п і д т в е р д ж е и  
E s c  -  в и х і д

М а с ш т а б -Artо

Ви 6 є
С т а т а с

!Р ІТЬ ПОТр Іб
к л а в іш а м и  « - ,  -♦ 
E n t e r  — п ід т в е р д ж е н н я

M ir »Y = -5 4 -  M a x X = 5 fr>
Млоіііт a b  — Ар.

Рис. 1.2
і Іазви підпунктів підменю, використання яких в даний момент не є 

коректним, подано бліднішим кольором. Наприклад, використання 
підпунктів «Змінити функцію», «Змінити відрізок», «Вилучити» в 
пункті «Об’єкт» на самому початку роботи з програмою не є корект­
ним, оскільки ще не введено будь-яку інформацію і немає чого змі­
нювати чи вилучати.

І Ірограму оснащено контекстно-чутливою допомогою. Якщо вка- 
іівник встановлено на певний підпункт деякого пункту головного ме­
ню, то при натисненні клавіші F1 у вікні «Графік» з’являється допо­
міжне вікно, в якому подається коротка інформація про призначення 
шзначеного підпункту та про правила його використання. 
«І Іерегортання» сторінок тексту довідок здійснюється за допомогою 
клавіш Page Up, Page Down. Якщо вказівник встановлено на деякий 
пункт головного меню, то після натискання клавіші F1 подається ко­
ротка інформація про правила використання меню і підменю.

Одночасне натиснення клавіш Ctrl і F1 приводить до появи на ек­
рані вікна з переліком всіх пунктів допомоги.

Звернення до окремих послуг програми (без перебирання пунктів 
головного меню і підпунктів відповідних підменю) при необхідності 
можна здійснити за допомогою функціональних клавіш чи певних

8
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Відповідність окремих функціональних клавіш та комбінацій кла­
віш послугам програми в кожний момент роботи з програмою пока­
зано у відповідних підменю пунктів головного меню.

Призначення однієї й тієї самої функціональної клавіші може змі­
нюватися залежно від послуги, що використовується.

Якщо необхідно відмовитися від роботи із щойно обраною послу­
гою і повернутися до головного меню програми, використовується 
клавіша Esc. З тією ж метою використовують праву клавішу 
«мишки».

Запитання для самоконтролю
1. Скільки пунктів е в головному меню програми GRAN11 Які назви цих пунктів?
2. Що і де з ’явиться на екрані, якщо встановити вказівник пунктів головного меню на певний 

пункт і натиснути клавішу Enter?
3. Які дії необхідно виконати, щоб звернутися до деякого підпункту деякого підменю?
4. Скільки підпунктів є в підменю пункту «Операції»? Які назви цих підпунктів?
5. Як дізнатися, коректним чи ні є звертання до підпункту деякого підменю в наявний момент 

часу?
6. Як звернутися до потрібного пункту меню, користуючись маніпулятором «мишка»?
7. Як звернутися до потрібного підпункту підменю у вказаному пункті головного меню, кори­

стуючись маніпулятором «мишка»?
8. Як дізнатись про призначення того чи іншого підпункту деякого підменю?
9. Як вивести на екран перелік всіх пунктів «Допомоги»?

10. Як дізнатись про призначення деяких комбінацій функціональних клавіш?
11. Як відмовитись від виконання вибраної послуги і повернутись до головного меню?

§ 2. Введення інформації
Перш ніж вводити вирази чи таблиці, що характеризують певну 

функціональну залежність, необхідно вказати тип задання функціо­
нальної залежності, а також на одне з п’яти можливих місць у вікні 
«Вибір» (на екрані вгорі праворуч, див. рис. 1.2), на якому буде запи­
сано позначення відповідної функціональної залежності.

Перша літера в позначенні відображає тип задання функціональної 
залежності:

X -  залежність між змінними х тау задано у вигляді у — у{х), де у(х) 
-  деякий вираз від змінної х  (явне задання функції);

Т -  залежність між змінними х та у  задано через параметр ґ. 
х = ф(ї), у = ф(7), де ф(ї), ф(ї) -  деякі вирази від змінної 
(параметра) 7 (параметричне задання функції);

Е -  залежність задано в полярних координатах у вигляді г = г(Е), 
де г(Е) -  вираз від змінної ії, г -  полярний радіус точки на 
площині, Е  -  полярний кут (що відкладається від полярної осі 
до полярного радіуса проти годинникової стрілки), причому 
зв’язок між відповідними декартовими координатами х і у  
можна визначити, виходячи з формул х = гсоз(Е). у  = гзіп(/*');
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С-залежність між змінними х і у  задано неявно у вигляді 
х, у) = 0, де С(х,у) -  деякий вираз від змінних х та у  (неявне 

задания функції);
Р — функцію задано таблично (при цьому програма будує поліном 

наперед вказаного степеня не вище 7, який найкраще в розу­
мінні середнього квадратичного наближає таблично задану 
функцію);

5 -  досліджується статистична вибірка.
Цифра, що стоїть після літери, яка визначає тип задания функціо­

нальної залежності, визначає порядковий номер місця (поля), де за­
писано позначення (ідентифікатор) функції.

Для того щоб вказати тип задания функціональної залежності, ви­
користовується підпункт «Встановити тип» пункту «Опції». Цей під­
пункт, в свою чергу, містить в собі 6 підпунктів (рис. 1.З.):

тип у=у(Х) А к - Х
тип г = ЦТ7) А к - Р
типт=л'(7), у  = у{Т) А к - Т
тип «Стат.» А к - Б
поліном А к - Р
тип С[х, у) = 0 Ак -  О.

Рис. 1.3



Для швидкого встановлення типу задання функціональної залеж­
ності за допомогою клавіатури досить одночасно натиснути клавіш} 
Alt та клавішу з відповідною літерою (.X, T, F, G, P, S), не звертаючись 
до пункту «Опції».

Вказаний останнім тип задання функціональної залежності фіксу­
ється і відмічається на екрані у рядку під вікном «Вибір» затемнен­
ням відповідного поля: у{Х), r(F), х(Т), Stat, Poly, G(x, у). Всі функції, 
що вводяться заново, матимуть такий тип задання доти, доки його не 
буде змінено.

Якщо ж жодного типу не вказується, то за «замовчуванням» авто­
матично встановлюється тип у = у(х).

Усі п'ять функцій, що вводяться, можуть бути будь-якого з пере­
лічених типів задання в довільних поєднаннях.

Щоб показати місце у вікні «Вибір», куди необхідно записати по­
значення функціональної залежності, слід звернутися до пункту 
«Об’єкт», після чого з’явиться відповідне підменю (рис. 1.4). Далі 
слід звернутися до підпункту «Вибір». У результаті у вікні «Вибір» 
з’явиться вказівник полів (підсвічене поле). Перемістивши вказівник 
на потрібне поле, слід натиснути клавішу Enter або Esc. У результаті 
вибране поле у вікні «Вибір» буде окреслено білою рамкою.

Для швидкого вибору за допомогою клавіатури потрібного поля у 
вікні «Вибір» досить одночасно натиснути клавішу Alt та клавішу з
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цифрою, що відповідає номеру потрібного поля (поля у вікні «Вибір» 
нумеруються зліва направо від 1 до 5).

І (ей же вибір можна здійснити за допомогою маніпулятора 
«Мишка», для чого досить встановити курсор «мишки» на потрібне 
Поле у вікні «Вибір» і натиснути ліву клавішу «мишки».

І Іісля того, як вказано тип задания функціональної залежності між 
«мінними (встановлено вказівник типу на одне з позначень у(Х), r(F), 
\( /), Stat, Poly, G(x,y) в рядку, розташованому під вікном «Вибір») та 
ні іановлено вказівник у вікні «Вибір» на потрібне місце, можна вво- 
щ ги необхідну інформацію -  вирази, значення меж відрізків, значен­
ии аргументів виразів тощо.

І Іозначення функції у вікні «Вибір» та відповідний вираз подають­
ся символами одного й того самого кольору після того, коли буде (у 
відповідь на запити програми) введено вираз і межі зміни аргументів. 
Сам вираз (після вказування області його визначення) з’являється у 
вікні «Функція», розташованому праворуч на екрані (див. рис. 1.8). 
Якщо ж вираз ще не введено, то вибране місце у вікні «Вибір» зали­
шається порожнім і обведеним білою рамкою. Позначення функції 
може мати вигляд XI, F2, ТЗ, G4, Р5, S1 залежно від типу задания 
функції, що розглядається. Перша літера позначає тип задания функ­
ціональної залежності.

Якщо на вибране (за допомогою послуги «Вибір») місце (від 1-го 
їй 5-го) необхідно ввести нову функцію (одного з 6 вказаних типів 
відання), використовується підпункт «Нова функція» пункту 
• Об’єкт». Одночасно програма автоматично вибирає найлівіше місце 

(що відображається у вікні «Вибір»), на яке раніше не була введена 
жодна функція, якщо за допомогою послуги «Вибір» ніяке місце не 
оуло вказане.

У разі необхідності на місце раніше введеної функції можна ввес­
ти іншу, використовуючи підпункт «Змінити функцію» пункту 
«Об’єкт» (або «Змінити вибірку», якщо вказівник у вікні «Вибір» 
встановлено на тип S). Одночасно програма автоматично контролює, 
ідентичність типу задания нової функціональної залежності і заміню­
ваної функції. Якщо ж необхідно змінити не лише функцію, але і тип 
іадання функціональної залежності, попередньо введену функцію 
слід вилучити, для чого призначено підпункт «Вилучити» пункту 
•< )6’єкт».

Якщо необхідно змінити раніше задані межі відрізка, на якому за- 
i iiio функцію, використовується підпункт «Змінити відрізок» пункту 
■ ( іб’єкт».

У разі звертання до послуг, пов’язаних із введенням нової інфор­
мації, таких як:

• «Нова функція» (в пункті «Об’єкт»),
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• «Встановити масштаб», «Масштаб користувача» (в пункті 
«Опції»),

• «Т.т. побудови» (в пункті «Опції»),
• «Калькулятор» (в пункті «Інше»),

чи послуг, пов’язаних із зміною раніше введеної інформації, таких як:
• «Змінити функцію» (в пункті «Об’єкт»),
• «Змінити відрізок» (в пункті «Об’єкт») тощо,

у вікні «Графік» з’являється панель калькулятора, над якою розташо­
вано рядок введення (темного кольору), а вище -  напис «Введіть ви­
раз» (при зверненні до послуг «Нова функція», (рис. 1.5), 
'(Калькулятор», «Площа за точками») або «Визначення масштабу» 
(при зверненні до послуги «Масштаб користувача»), «Відрізок визна­
чення» (при вказуванні меж. в яких змінюватиметься аргумент, рис. 
1 .<>, 1.7) тощо.

На початку рядка введення залежно від типу інформації, що вво- 
ні і’ься, можуть з’являтися різні написи:

У(х) = х  -  при введенні виразу/(х) при явному заданні функ­
ції у = /х );

С(х,у) = 1 -  при введенні виразу С(х,у), аргументами якого є
змінні х і у;
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MinX, MaxX, MinY, MaxY — при введенні масштабу користувача 
(встановленні меж вздовж осі Ох та осі Оу, в яких 
будуть подаватися графічні зображення);

А = —5, В = 5 — при введенні меж відрізка, на якому розглядати­
меться функція у =fix)\

Calc -  при введенні виразу, значення якого потрібно об­
числити при зверненні до послуги «Калькулятор» 
тощо.

При цьому у рядку введення можуть бути подані значення змінних 
величин або вирази, що передбачені програмою чи раніше введені. 
Якщо немає потреби змінювати ці значення чи вирази, досить натис­
нути на клавіатурі клавішу Enter чи встановити курсор «мишки» на 
панелі калькулятора на позначення «Введ» і натиснути ліву клавішу 
«мишки». Після введення меж відрізка визначення функції відповід­
ний вираз та межі аргумента з’являються у вікні «Функція» (на екрані 
праворуч, див. рис. 1.5, 1.6, 1.7, 1.8).

Введення нової інформації може здійснюватися за допомогою 
клавіатури та за допомогою «мишки».

За допомогою клавіатури інформація може вводитися також двома 
способами: без використання панелі калькулятора та з її використан­
ням.

Рис. 1.8

Без використання панелі калькулятора всі необхідні символи вво- 
ічгься з клавіатури як звичайно: слід набрати потрібну послідовність 

, имиолів і натиснути клавішу Enter. Числові значення і вирази пода- 
М.гься за правилами, близькими до прийнятих у найбільш поширених 
монах програмування (BASIC, Pascal тощо). Усі допустимі позначен­
ий функцій й операцій подано на панелі калькулятора (див. рис. 1.5,
1 6).

У поданих числових значеннях дробова частина, якщо вона є, ві- 
юкремлюється від цілої крапкою (за цими ж правилами числа пода- 
N • і і.ся і в тексті). Арифметичні операції позначаються знаками:

+ -  додавання,
-  віднімання,

* -  множення,
/ -  ділення,
л я -  піднесення до степеня.
Пріоритети (порядок виконання) операцій загальноприйняті. Ба- 

ü.ший порядок операцій може бути вказаний за допомогою дужок. 
Инраз, поданий у дужках, розглядається як єдине ціле і обчислюється 
п першу чергу. Всередині дужок можуть бути інші вирази, подані та­
кож у дужках. Кожній відкриваючій (лівій) дужці повинна відповіда- 
I и закриваюча (права) дужка.

До виразів можуть бути включені також позначення (які розгля- 
іаються як неподільні символи) деяких функцій. Всі вони подані на 
панелі калькулятора (див. рис. 1.5, 1.6):
Sill -  sin (синус),
( 'os -  cos (косинус),
lg -  tg (тангенс),
( 7g -  ctg (котангенс),
і sin -  arcsin (арксинус),
lens -  arccos (арккосинус),
It}! -  arctg (арктангенс),
Ltg -  arcctg (арккотангенс),

Exp -  експонента (ел),
і}! — логарифм десятковий (за основою 10),
І її -  логарифм натуральний (за основою е),
І ну -  логарифм за довільною основою (при введенні основа вка­

зується одразу після символа Log), 
lbs -  абсолютна величина,

Sqrt -  корінь квадратний,
Гі -  число п (= 3.141592654).

У тому разі, коли під час введення допущено похибку, або коли 
вираз, наявний у вікні введення, потрібно відредагувати (внести змі­
ни), використовують звичайні засоби редагування:
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• для вилучення символу зліва від курсора використовується кла­
віша Back Space (Bs); після вилучення символу всі інші, розта­
шовані праворуч від курсора, і сам курсор зміщуються вліво на 
одну позицію;

• для вилучення символу в позиції, де розташовано курсор, вико­
ристовують клавішу Delete;

• щоб вставити символ у позицію, де розташовано курсор, досить 
натиснути на клавіатурі відповідну клавішу, при цьому всі сим­
воли, розташовані в позиції курсора і праворуч від нього, змі­
щуються на одну позицію вправо (в програмі не передбачено 
скасування режиму вставляння символів у рядку введення);

• для переміщення курсора вздовж рядка введення потрібно нати­
снути і тримати клавішу Ctrl (або Shift), а далі за допомогою 
клавіш управління курсором (<—, —>) встановити курсор на по­
трібне місце. Якщо клавішу Ctrl (або Shift) не натиснуто, то кла­
вішами управління курсором переміщується вказівник пунктів 
панелі калькулятора.

Після того, як значення чи вираз набрано з клавіатури чи відреда­
говано раніше введені, слід натиснути клавішу Enter. Це означатиме, 
що щойно набраний чи відредагований вираз введено до за­
пам’ятовуючих пристроїв машини і з ним можна продовжувати робо­
ту (вводити межі зміни аргументів, виконувати раніше вказану опе­
рацію тощо).

З використанням панелі калькулятора та клавіатури необхідні си­
мволи (в тому числі і позначення функцій) вводять таким чином. За 
допомогою клавіш управління вказівник пунктів панелі калькулятора 
(затемнений прямокутничок, див.рис. 1.6) встановлюють на поле із зо­
браженням потрібного символа, і далі натискають клавішу «Пропуск» 
{Space Ваг), після чого вказаний символ з’являється у рядку введення. 
Після того, як всі набрані символи з’явилися в рядку введення, слід 
встановити вказівник пунктів панелі калькулятора на поле «Введ» і 
натиснути клавішу «Пропуск» або клавішу Enter (Введення). Редагу­
вання послідовності символів у рядку введення здійснюють аналогіч­
но до попереднього. У цьому разі вилучити символ зліва від позиції 
курсора у рядку введення можна після встановлення вказівника пунк­
тів панелі калькулятора на поле Bs і натиснення клавіші «Пропуск».

Переміщення курсора вздовж рядка введення здійснюється, як і 
раніше, за допомогою клавіш управління курсором (<—, —>) при нати- 
снутій клавіші Ctrl (або Shift).

Відсутність операції Delete на панелі калькулятора компенсується 
за рахунок відповідного переміщення курсора (на одну позицію пра­
віше ) та операції Bs. Щоб вилучити всі введені символи, досить

ш гпііовити курсор правіше від усіх символів і далі повторити опера­
цію Bs відповідну кількість разів.

За допомогою «мишки» інформація вводиться з використанням 
і мислі калькулятора. Курсор «мишки» встановлюється на потрібний 
■ і їм вол на панелі калькулятора і натискується ліва клавіша «мишки», 
після чого вказаний символ з’являється у рядку введення. Після того,
i к всі необхідні символи введено, слід вказати на пункт «Введ» пане-
ii калькулятора, тобто встановити курсор «мишки» на пункт «Введ» і
I ; 111 і натиснути ліву клавішу «мишки».

Щоб відредагувати послідовність символів у рядку введення, слід 
ш допомогою «мишки» вказати потрібну позицію, після чого 
Гявляється вказівник позицій у рядку введення у позиції, вказаній за 
юпомогою курсора «мишки». Якщо на вказане місце потрібно вста- 
ііи ги новий символ, за допомогою «мишки» слід вказати на відповід­
ний символ на панелі калькулятора. Якщо символ потрібно вилучити, 
спід вказати на пункт «Bs» панелі калькулятора. Щоб відмовитись від 
послуги (або припинити її виконання) і перейти до головного меню, 
юсить натиснути праву клавішу «мишки» або клавішу Esc на клавіа-
іурі-

Запитання для самоконтролю
І Які типи задания функціональної залежності змінних передбачено програмою GRANl't 
! Як нказати потрібний тип задания функціональної залежності змінних? 
і Як у вікні «Вибір» вибрати місце, на яке необхідно записати позначення функціональної 

І.ІЛСЖНОСГІ змінних?
І Чи можна спочатку ввести вираз, а потім вказати на тип задания функціональної залежнос- 

II змінних?
-, Яким буде тип задания функціональної залежності змінних, якщо не звертатися до пункту 

«і )пції» і не вказувати жодного типу функціональної залежності?
(і Як вказати на потрібний тип функціональної залежності змінних, користуючись маніпуля- 

Юром «мишка»?
/ Чи повинні різні функціональні залежності мати один і той самий тип задания?
Н Як можна перевірити, який вираз було щойно введено? Де його можна прочитати?
0 Які позначення операцій і функцій допускаються при введенні виразів? Де можна всі їх 

побачити?
Ні Як визначаються пріоритети виконання операцій?
II Як вводиться інформація з клавіатури без використання панелі калькулятора, поданої на 

екрані?
1 ' Як вводиться інформація з клавіатури з використанням панелі калькулятора, поданої на

екрані?
і і Як можна вводити інформацію без використання клавіатури?
І І Як можна відредагувати раніше введену інформацію: 

и) з використанням клавіатури? б) без її використання?
І і Чи можна вважати, що вираз введено до запам’ятовуючих пристроїв ЕОМ, якщо його наб­

рано на клавіатурі і зображення виразу з ’явилося на екрані у рядку введення над панеллю 
калькулятора?

І її Як можна відмовитись від послуги або припинити її виконання, якщо звернення до послуги 
вже розпочато?
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§ 3. Координатна площина.
Декартові та полярні координати

Одразу після завантаження програми GRAN1 у полі «Графік» 
з’являється координатна площина з координатною сіткою, вузли якої 
помічено білим кольором. На осях абсцис (горизонтальній) та орди­
нат (вертикальній) вказано значення поділок, що визначають масшта­
би вздовж цих осей (див. рис. 1.1 та ін.). Ці масштаби можна змінити 
за допомогою послуги «Встановити масштаб» пункту «Опції» (рис.

Підпункт «Встановити масштаб» пункту «Опції», в свою, чергу мі­
стить два підпункти: Масштаб користувача Alt-U, Масштаб asm Alt-А.

У режимі «Масштаб користувача» можна встановити довільні ме­
жі вздовж осей Ох та Оу, в яких будуть подаватися зображення. До­
сить звернутися до цього пункту меню і далі у вікні «Визначення ма­
сштабу», яке з’являється на екрані після входження у вказаний пункт 
меню «Масштаб користувача» (рис. 1.10), ввести мінімальне (Min X) 
та максимальне (Max X) значення координат вздовж осі Ох та міні­
мальне (Min Y) і максимальне (Max Y) значення координат вздовж осі 
Оу, які бажано мати при поданні зображень (графіків, гістограм і 
т.д.).

Рис. 1.9
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Рис. 1.10
У режимі «Масштаб авто» програма автоматично вибирає масш- 

шби вздовж осей Ох та Оу залежно від меж, в яких змінюються абс­
циси і ординати при конкретних побудовах.

Щоб вказати бажаний тип координат, слід звернутись до підпунк­
ту « Гип координат» пункту «Опції» і далі до підпункту «Декартові 
координати» чи «Полярні координати» (рис. 1.11).

У декартовій системі координат положення точки на площині ви­
пинається її проекціями на вісь Ох (абсциса) та на вісь Оу 
(ордината).

У полярній системі координат положення точки на площині ви­
минається її віддаллю від початку координат (полярний радіус) та 
кутом між додатним напрямом полярної осі (горизонтальної півпря- 
мої, що виходить з початку координат і направлена вправо) і відріз­
ком, який з’єднує розглядувану точку з початком координат. Цей кут 
(молярний кут) відкладається від полярної осі проти годинникової 
с і рілки та змінюється в межах від 0 до 2л.

Щоб визначити координати деякої точки на площині, слід зверну- 
іися до підпункту «Координати» пункту «Графік» (рис. 1.12). Після 
піернення до цього підпункту на полі вікна «Графік» у початку коор- 
іинат з’являється курсор (у вигляді маленької стрілочки). Координа- 
іи курсора подаються у спеціально відведеному полі над вікном 
Графік» (вгорі ліворуч). При переміщенні курсора (за допомогою
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Рис. 1.11
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Рис. 1.13
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клавіш управління курсором <—, — Î ,  і )  координати у вказаному по 
лі відповідним чином змінюються (рис. 1.13). Якщо перед переміщу 
ванням курсора натиснути та утримувати клавішу Ctrl (або Shift) Н 
швидкість переміщення курсора у вікні «Графік» збільшується. У та, 
кий спосіб можна знайти координати наперед визначеної точки або я 
встановити курсор у точці з наперед визначеними координатами.

Для закінчення роботи з послугою «Координати» (як і з більш істк 
інших) слід натиснути клавішу Esc або праву клавішу «мишки».

Визначити координати деякої точки можна і за допомогою мані 
пулятора «мишка». Для цього досить встановити курсор «мишки» 
потрібній точці у вікні «Графік» і натиснути ліву клавішу «мишки 
(не звертаючись попередньо до послуги «Координати» чи якоїсь ін 
шої) (рис. 1.14).

Від полярних координат до декартових і навпаки можна перейти 
використовуючи формули:

І н т е г р а л и О п ц і ї

х = /хюзср; у -  yosincp; р - і Xі + у 2 (р-
уarctg—.

п ХПри використанні послуг програми GRAN1 необхідність у відлові 
дних обчисленнях відпадає.

Запитання для самоконтролю
1. Як можна встановити масштаби вздовж осей Ох та Оуі
2. Як можна змінити масштаб вимірювання полярного кута?
3. Як можна знайти декартові чи полярні координати деякої точки?
4. Як встановити курсор у точку із заданими координатами?

ні В м б  і  о
F 2 G3 Y4 f>5

у<Х) r< F )  у<Т) S t a t  P o ly  Є < х ,у

Ф з н к ц ія  

R  (  f  )  =5*sin (5*-f >

Y< t Э=4*cosCO*t> 
X (t)= t*s in (8 * t>

С т а т у с
В и б е р і т ь  п о т р і б н е  н е н ю  
к л а в іш а м и  -+
E n t e r  -  п ід т в е р д ж е н н и

М а с ш т а б = К о р и с т а в а ч а

Рис. 1.15
іі.пиачення вказаної функції і натиснути клавішу «Пропуск». Після 
цього під відповідним полем у вікні «Вибір» зникає риска, якою під- 
і'рсслено це поле (рис. 1.15). Графіки функцій, позначення яких за-

, - „ • ... іииіаються підкресленими, будуть побудовані при використанні по-
5. Як можна знайти полярні координати точки, знаючи п декартові координати? Як можні .. гтл с „ „ ж, „ _ у _ „ , . „ .„  і і с \

знайти декартові координати точки, знаючи її полярні координати? 1 "Уи «Побудувати» (див. рис. 1.15)
6. Чи може полярний кут набувати значень: -  2? 4? 2?
7. Як можна визначити координати деякої точки, не звертаючись до послуги «Координати»?

§ 4. Побудова графіків функцій.
Обчислення значень виразів

Для побудови графіків функціональних залежностей (різних типів1

Вирази функціональних залежностей подаються у вікні «Функція» 
і ми самим кольором, що й відповідні їм графіки, які подаються у вік­
ні Графік».

Якщо позначення функції не підкреслено, а є потреба його підкре- 
нпГИ, слід за допомогою послуги «Вибір» встановити вказівник на 

пошачення функції і натиснути клавішу «Пропуск». Операцію під-
задання) та виконання деяких інших операцій стосовно графічнт'ФІЧ'лювання позначення функції або скасовування підкреслювання 
побудов призначено пункт «Графік». ------ r' nur'uaf'u“K1 “г,ятім1 ЛІ/ тя пл-мижпа здійснити також одночасним натискуванням клавіші АИ та од­

нім і клавіш П , ¥2. ГЗ, И4, Г'5 відповідно до номера поля у вікні 
Г5 І Імбір», в якому записано позначення функції, а також за допомогою
Г6 мпнінулятора «мишка», для чого досить встановити курсор «мишки»
Г7 цп місце підкреслювання і натиснути ліву клавішу «мишки».

. Якщо жодне позначення функції не підкреслене, але на деякому з
І 1І„ДГ? НКТ «Побудувати» пункту «Графік» використовується^ для,ІІ1Ч встаиовлено вказівник (біла рамка) у вікні «Вибір», графік такої

Тут є 4 підпункти (див. рис. 1.12): 
Побудувати 
Збільшити 
Витерти 
Координати

по удови графіків однієї чи кількох (до 5) введених функцій. Якщо,^ пкції також будується, якщо відповідний вираз було введено. Якщо
графік деякої введеної функції будувати не потрібно, тоді за допомо­
гою послуги «Вибір» слід встановити вказівник у вікні «Вибір» на позначення деяких функцій підкреслено, то будуються графіки
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тільки цих функцій. При введенні виразів відповідні позначення фун 
кцій підкреслюються автоматично.

Приклади
1. Нехай потрібно побудувати графік функції у = х2 -  3. Звернімо 

ся до пункту «Об’єкт», в результаті з’явиться підменю пункт 
«Об’єкт» (див. рис. 1.4). Звернімося далі до підпункту «Нова фуні 
ція». В результаті у вікні «Графік» з’явиться зображення панелі каш 
кулятора і запит «Введіть вираз» (див. рис. 1.5). Введемо з клавіатур 
вираз хЛ2 -  3, тоді у вікні «Графік» з’явиться зображення панелі ка 
лькулятора та запит «Відрізок визначення»: А-. Введемо з клавіатурі 
значення лівої межі відрізка визначення функції, наприклад -7  (див 
рис. 1.6). В результаті на екрані дисплея з’явиться запит «Відрізої 
визначення»: 5= (див. рис. 1.7). Введемо значення правої межі відріз 
ка визначення, наприклад 7 (див. рис. 1.7). В результаті у віки 
«Функція» отримаємо: Г(х) = хл2 - 3 ,  А - - 1 ,  5  = 7, тіпГ=3
тахГ=46 (див. рис. 1.8). Звернемось тепер до пункту головного ме 
ню «Графік» і далі до підпункту «Побудувати» (див. рис. 1.12). В ре 
зультаті у вікні «Графік» з’явиться графік функції у = х2 -  3, побудо 
ваний на відрізку [-7, 7] (рис. 1.16).

11« *

Рис. 1.16
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Рис. 1.18
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' І Іехай на проміжку [-7, 7] функцію Дх) задано таким чином: 
2 / ( х 2 +1), якщох<-1,

/ ( х ) = аЬя^), якщо -1 < х < 1,
1 + Щх), якщо х > 1.

• ■и, сказавши на тип задания функціональної залежності у(х), вве-
• ми гри функції:

2/(хЛ2+1) на проміжку [-7, -1], 
abs(x) на проміжку [-1, 1], 
l+lg(x) на проміжку [1,7].

і II' и я звернення до послуги «Побудувати» отримається графік, пода­
н н і  н а  рис. 1.17.

Для встановлення кількості точок (від 10 до 500), за якими будує-
i і графік функції, призначено підпункт «Т.т. побудови» пункту 

!іи 'піні». Після звернення до цієї послуги у вікні «Графік» з’являється 
; ни ні, калькулятора, над якою розміщено надпис «Т.т. побудови» та 
і »'МОМІЖНе вікно для введення кількості точок, за якими будується

і'ііфік. Курсор у цьому допоміжному вікні встановлено на першу по-
.... . з якої розпочинатиметься введення числа (рис.1.18). Якщо жо-
....о числа не введено, кількість точок побудови покладається рів-

и і ні 100. Введення числа може бути здійснене з клавіатури або за до- 
“ Іінмогою вказаної панелі калькулятора (з використанням маніпулято-

• мишка» чи клавіатури).
у ( під мати на увазі, що із збільшенням кількості точок побудови 

мммзкість обчислень і побудов графіків зменшується. Разом з тим із 
і и ..... кількості точок побудови втрачається точність графіч­
нії побудов (рис. 1.19).

І Іпшункт «Збільшити» пункту «Графік» призначено для збільшен-
ii і» и мої частини вікна «Графік» до розмірів всього вікна. Після зве- 
• ііі і ні й д о  ц ь о г о  підпункту в лівому верхньому куті екрана
ЦІНІтться курсор (у вигляді невеликої стрілочки). За допомогою 

и.оіо курсора фіксуються дві протилежні вершини прямокутника,
0 им обмежують збільшувану частину зображення. Щоб зафіксувати 

і і попу, слід підвести курсор в потрібну точку і натиснути клавішу
' ппч Як тільки буде зафіксовано другу вершину прямокутника, у 

пі Графік» почне будуватися збільшена до розмірів всього вікна
1 и і шш зображення, яку було обмежено прямокутником. При цьому
..... .. зміняться відповідним чином і масштаби вздовж осей
'і пі ()у. Послуга «Збільшити» використовується в разі необхідності 
і • ••інсння виду графіка в певній його частині, координат характер­

ні III ІГО точок тощо.
Пикористовуючи маніпулятор «мишка» для встановлення вершини 

прямокутника досить перемістити курсор «мишки» у потрібне місце і
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натиснути ліву клавішу «мишки». Коли обидві вершини прямокутни 
ка визначено, слід вивести курсор «мишки» за поле вікна «Графік» 
натиснути ліву клавішу «мишки», після чого буде виконано операцій 
збільшення.

3. Нехай потрібно з’ясувати, має чи ні графік функц 
у(х) = біп(х) + 2 -  1п(х) спільну точку з віссю Ох в області, обмежені 
прямокутником на рис. 1.20. На перший погляд відповідь ствердн к  
(якщо точність обчислень невелика). Однак якщо збільшити графік 
деякому околі досліджуваної точки, то виявиться, що спільної ТОНКІ 
вказані лінії у вказаному околі не мають (рис. 1.21).

Збільшення масштабу, в якому будуються графіки, фактично при 
водить до збільшення точності обчислень в околі досліджуваної точки,

Щоб після операції «Збільшити» повернутися до попереднього зо 
браження, слід виконати операцію «Побудувати», якщо попередим 
було встановлено автоматичний вибір «Масштабу» в пункті «Опція» 
або ж перейти до автоматичного вибору масштабу чи змінити маєш 
таби вздовж осей Ох та Оу, якщо попередньо було встановлені 
«Масштаб користувача».

Для виконання однієї з операцій «+» (додати), «-» (відняти), « 
(помножити), «/» (поділити) над функціями, заданими у вигляд 
у  =.Дх), позначення яких у вікні «Вибір» підкреслені, призначено під 4 
пункт «Арифметичні операції». Таких підкреслених позначень по| є« 
винно бути тільки 2. Результуюча функція ставиться на місце, вказані 
у вікні «Вибір», причому її позначення автоматично підкреслюється.

Якщо перед виконанням арифметичної операції у вікні «Графік» 
було побудовано графіки функцій, над якими виконується операція. 
результуюча функція записується на місце однієї з тих, над якими 
виконується операція, то після виконання операції автоматично бу 
дуються графіки отриманих функцій.

При виконанні операції першим операндом є функція з менши^ 
номером (позначення якої у вікні «Вибір» розташоване лівіше).

Нехай, наприклад, введено деякі функції XI, Х2, ХЗ типу у{. 
причому Х2 -  функція виду _Дх) = 1, ХЗ -  функція виду Дх) = 2 
-  аЬ$(х). Встановивши вказівник у вікні «Вибір» на вільне (четверте' 
місце, звернемось до підпункту «Арифметичні операції» пунк’ 
«Операції» і виберемо в цьому підпункті операцію «/» (ділити) (рис, 
1.22). У результаті на вказане у вікні «Вибір» місце буде поміщені 
позначення виразу 1/(2 -  аЬБ(х)). Підкресливши позначення Х2, Х3,| 
Х4 (якщо вони не підкреслені) і знявши підкреслення з інших позна 
чень функцій, побудуємо графіки вказаних функцій (скориставшисі 
послугою «Побудувати» пункту «Графік»), У результаті отримаємо 
зображення, подане на рис. 1.23.

Рис. 1.21
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Мри необхідності вилучити із вікна «Графік» побудовані там зо- 
рижі-ння використовується підпункт «Витерти» пункту «Графік».

При необхідності обчислити значення у  деякого виразу виду Дх) 
і ш заданого значення х можна скористатися графіком функції 
і /(VI Для цього слід, звернувшись до послуги «Координати», вста- 
нииипі курсор у довільній точці з заданою абсцисою х і далі переміс­
им н курсор у вертикальному напрямку (вгору чи вниз) в точку, що 
нйлежить графікові функції. Відповідні координати х , у  буде подано 
м і і вікном «Графік» (зліва вгорі) (рис. 1.24). При цьому чим більший 
нісішаб побудови, тим точніші результати.

Інший спосіб обчислення значення того ж виразу -  звернення до 
■ н піункту «Калькулятор» пункту «Інше». Після звернення до цієї по­

т и  у вікні «Графік» з’являється панель калькулятора з надписом 
.</■ на початку рядка введення (рис. 1.25). Щоб одержати шукане 
н.шемня виразу, слід ввести його до рядка введення (як і будь-які 

ніші  вирази).
До виразу, що вводиться і відображається у вікні Calc, можуть 

" " піти будь-які функції, позначення яких є на панелі калькулятора, 
іішк до виразу не можуть входити змінні, тобто на місці аргументів 

щ іщінні бути вказані їхні конкретні значення.
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—, ' 'прачу після введення виразу на полі панелі калькулятора 
мніні ться допоміжне вікно з написом «Відповідь», в якому подаєть- 

І_ '• шукане значення виразу (рис. 1.26).
її И ведення виразів здійснюється, як і раніше, з клавіатури чи з ви­

г ін  і диням панелі калькулятора та відповідних органів управління 
и, и пням інформації клавіатури чи «мишки».

І І Іехай потрібно обчислити значення виразу ^(х) + соз(х) при 
■ 11 гн'ікіі х = 2.31.

І Іобудувавши графік функції у  = ^(х) + соз(х) на проміжку [0, 3] і 
н. риувшись до послуги «Координати», слід встановити курсор в то- 

11 \ і пбсцисою X = 2.37, після чого перемістити курсор вгору чи вниз 
їм пічки на побудованому графіку. Ордината цієї точки і буде шука­

н и м  шаченням виразу 1§(2.37) + соз(2.37) (рис. 1.27). Якщо необхідно 
1 І II.ШИТИ точність обчислень, слід змінити відрізок, на якому зміню- 
' і.і и наприклад, покласти А = 2.3, В — 2.5 тощо, або ж скористати- 
і мій чугою «Збільшити».

І

А <

Запитання для самоконтролю
Яму послугу програми СКЛА?/ призначено для побудови графіків функцій?
1 киїї.ки графіків можна побудувати одночасно?
Нк ні інатися, який графік відповідає тому чи іншому виразові?
'І* побудувати графіки лише двох залежностей, якщо введено більше, ніж два вирази?
Чн обов'язково всі залежності, графіки яких будуються, повинні мати однакові типи задан­
ії«?
Чі. можна збільшити частину графіка?

1 Ми можна побудувати графік однієї з функцій: /і(х )+ /г (х ), /\(х)-/г(х), /\(х)*/і(х),
І її 11 і/ і(х), якщо вирази для/ ( х )  і /г(х) вже введено і їх графіки побудовано?
Чи їм і арифметичні операції над графіками функцій/і(х) і /г(х) можна виконати, якщо ви- 
р ім / іМ  і/і(х) вже введено?

. Щ можна визначити значення виразу Ах) при заданому значенні змінної х, користуючись 
потугами програми ОА4Ю?

і Пі иіііііовити графік, якщо частину графіка збільшували?
11 Ми побудувати графік функції, визначеної різними аналітичними виразами на кількох су­

міжних проміжках?
■ 11 можна збільшити точність побудови графіка заданої функції на заданому проміжку? 

і і Мі, ібільшити точність визначення координат точок, що лежать на графіку в околі деякої
І о 'І І ,  11?

• І Ии вилучити всі побудови у вікні «Графік»?
Мі, ініпучити частину побудов у вікні «Графік» і залишити лише окремі з них?

Вправи для самостійного виконання 
І Іобудувати графіки поданих нижче функцій. Для вказаних значень х визначити відпо

ниш іначенняу  =Ух).
І >і» 2хіпх; х = 0 ;  1: 1.57; 2; 3; 3.14.
) р »еі«2х; ж=0; 1; 1 .57 ;2;3;3 .14 .
' у - Г .  х=0; 1; 2; 3.
' і к^гх; дс=1; 2; 4; 8.
« £ * |1 * -1 |- |х -2 |  І; дг = —2; —1; 0; 1; 2.

6 . у  =  — — дг =  - 3 ; - 1 ;  0 ;  1 ; 2 ;  3 .
х + 2

7. у  = (х-1)2 (дг-2)3; х  = -3 ;  -1 ;  0; 1; 2; 3; 4.

8. у =  У;Х ; дг = -8 ;  -4 ;  -2 ; 0; 1; 2; 4; 8.
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9. у = —(ех +е~х') ; х = -4; -2; -1; 0; 1; 2; 4 (гіперболічний косинус)

у  = —(ех - е  Х) ;х = -4 ;  -2 ;  -1 ;  0; 1; 2; 4 (гіперболічний синус).

10. У = - - -4 ;  -2 ; -1 ; 0; 1; 2; 4.

11. /  =  (1+х)*; лг =  0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8.
12. Подати на екрані одночасно графіки двох функцій 

у  і =  с (а2 -  х1) (5 а2—лг2), (с<0);
У2 = с(а2-х2)2 для значень .ї . щ о  з м ін ю ю т ь с я  в  межах від -а  до +а.
Розглянути кілька значень а: 2, 4, 6 та при кожному а кілька значень с: -0 .1 , -0 .5 , -1 , -2

1 3 . П о д а т и  н а  е к р а н і  о д н о ч а с н о  г р а ф ік и  ф у н к ц ій :  у  = ь іш г , у  = 2 5 Іш г, у  =  5 Іп 2 х , у  =  5 Іп (х + 2 ) .

14. Подати на екрані одночасно графіки функцій: у  = (1.1)*, у=( 1.2)*, у=2х, у=У , у=4х.
15. Подати на екрані одночасно графіки функцій:

у  = Іо&х, У =  ІС^ЗЛГ, у  = ІО&Х, У = \%Х, У =  \о%\п(х), у  =  І0§|/4 (х ).

16. Подати на екрані одночасно графіки функцій:

; = х2- 3, у - - 1

х~ — З
17. Побудувати графік функції^*) = х/1п(х). Куди прямує значення ф ункції/*), якщо значенні

аргументу х прямує до + ° °  ?
18. Яка функція зростає швидше: х” чи /7і ? (покласти п=2 ,3 ,4 ) .

§ 5. Неявно задані функції
Якщо залежність між змінними х і у  задано у вигляді Сі(х, у ) = 0, д| 

С(х, у) -  деяка функція двох змінних х і у, визначена в деякій об ласт 
зміни значень х і у, тоді говорять, що залежність змінної /  від змінне 
х (або, навпаки, змінноїх від змінної/) задана неявно. Якщо для кож 
ного значення х із деякого проміжку існує значення / ,  яке разом з 
задовольняє рівняння Є(х, у) = 0, то тим самим визначається функцій 
У~ЛХX дня якої рівність 6'(х, Дх)) = 0 задовольняється при всіх зна 
ченнях х із вказаного проміжку (стає тотожною відносно х).

Перш ніж вводити вираз Ст(х, у) = 0, слід встановити тип заданні) 
функціональної залежності «тип Сг(х, /)»  (див. рис. 1.3). Далі в пункт 
«Об’єкт» слід обрати підпункт «Нова функція» і ввести потрібниіі 
вираз як звичайно. Введений вираз відображається у вікні «Функція»! 
Для побудови графіка залежності Є(х, / )  = 0 слід скористатися послу! 
гою «Побудувати» пункту «Графік» як і раніше. Всі правила стосовні] 
графічних побудов залишаються такими ж, як і в §4.

Приклади
Рівняння виду ах + Ьу + с = 0 описує пряму лінію. На рис. 1.28 пс 

дано графік прямої 0 = х + у -  і . Рівняння виду (х -а ) '+ і| 
+ (у -  Ь)~ - г2 = 0 описує коло радіуса г з центром у точці з коор,тина-| 
тами х = а, у  = Ь. На рис. 1.29 подане зображення кола 0 = х" + /  -  1 ( 
радіуса 4 з центром в початку координат.
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х й  =  - 5  
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E n t e r  — П І Д Т В Є Р Д Ж Є Н Н Я  
E s c  — в и х і д

М а с и їт а б г К о р и с т а в а ч а

Рис. 1.28
, и *  1 |>a<J»in і і т с г р  а / і н  О п ц і ї

В м б  і р

у<Х> r<F> у<Т> S t a t  P o ly  G < x ,y :

Фннкція

0 = x ~ 2 + y ~ 2 - 1 6

х й = - 5
х В = 5

у й = - 5
уВ=5

С т а т у с

В и б е р і т ь  п о с и а г а  
к л а в іш а м и  t , *
E n t e r  -  п і д т в е р д ж е н  
E s c  — в и х і д

М асш т а б  ̂ К о р и с т у в а ч а

Рис. 1.29
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Рівняння виду
2 2 

а 2 Ь2
=  1 є рівнянням еліпса з центром симетрії і

початку координат і півосями а та Ь вздовж осі Ох та Оу відповідно.
* 2 У2На рис. 1.30 подане зображення еліпса —  + =  1.

З аху = 0 (при

залежності

9
На рис. 1.31 подане зображення кривої х3 + у3 

а = 1) (так званий лист Декарта).
На рис. 1.32 подане графічне зображення

0 = 8Іп(8ІП(х2) + С08(у2)).
На рис. 1.33 подане графічне зображення залежності

х~/' + ут = о273, (а > 0) при а = 4. Таку криву називають астроїдою.
На рис. 1.34 подане зображення залежностей | х \ч + | у  |9 = 1 дл 

значень а -  1/2, 1,2, 15.
При необхідності обчислити значення функції (від двох аргумев 

тів) 0{х, у) у деякій точці (х, у) можна скористатися послуго! 
«Значення С(х,у)» пункту «Операції» (рис. 1.35). При зверненні д 
цієї послуги на полі вікна «Графік» з’являється курсор, а над вікноя 
«Графік» -  координати х і у  точки, в якій встановлено цей курсор, ті 
значення функції г -  С(х, у), позначення якої відмічено «Вказівнико 
функцій» (взято в білу рамочку) (рис. 1.36). При переміщуванні куі 
сора по площині хОу змінюються координати то
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Рис. 1.31
' tL&ZkiS_

Ф у н к ц ія

5 i n ( s ІП<ХЛ2 ) +COS(у л2 > >

уй = -5  
уВ=5

С т а т у с

В и б е р І Т Ь  п о т р  І Б н е  м е н ю  
к / іа в іи а м и  *-, ■+
E n  t e r  — п і  д т  в-е р дж е н н я

М ас шт а б = К о р и с т а в а м а

Рис. 1.32

39



Рис. 1.33
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Рис. 1.35

Рис. 1.36
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ки, в якій встановлюється курсор, і одночасно відповідне значенн 
2 = </*, у).

Для обчислення значення С(х, у) при заданих значеннях х і у  може 
на скористатися також послугою «Калькулятор» пункту «Інше».

Запитання для самоконтролю
1. В якому випадку говорять, що залежність між змінними х та у  задано неявно?
2. Як побудувати графік залежності між змінними х та у, заданої у  вигляді 0 (х , у) = 0?
3. Чи потрібно відшукувати явне визначення змінної у  через змінну х у вигляді у = Л х) (1 

навпаки змінної х через змінну у  у вигляді х = g ŷ)), щоб побудувати графік залежності мі! 
змінними х та у?

4. Скільки графіків залежностей виду 0(х, у) = 0 можна подати на екрані одночасно?

2 7 •х —3; в) G(x,y) = abs(y);
г) G(x, у) = tg x.

ч н и  у) ■
пі і Ні, »■) sinx; 

н і м і ї  трим ані результати.
.....ни лиги значення функції G(x,y)=x/y  в точках перетину ліній ху -

* 11-0.1=0.
1 = 0,

§ б. Обернені функції та їхні графіки
п. .їй функцію у  = /х )  визначено на деякій множині X  (область

........синя функції/*)), і нехай У-множина тих значень х, яких н а -
.......функція /х ) , коли змінна * набуває всеможливих значень із

5. Чи може вираз G(x,y) бути сталою? Яким буде графічне подання залежності в такому ВИн>' і ш и ї X. ЯКЩО в и б р а т и  ПЄВНЄ з н а ч е н н я  у о  ІЗ М Н О Ж И Н И  У, ТО В М Н О -
падку? ~  -

6. Чи може у виразі G(x, у) бути відсутньою зміннах чи змінна у?
7. Як від явного задання залежності між змінними х і у  у вигляді у  = Дх) перейти до її неявн] 

го задання у вигляді G(x, у) -  0?
8. Як з використанням послуг програми GRAN/  можна обчислити значення функції від дві 

аргументів?

Вправи для самостійного виконання
Встановивши тип С (х,у) і звернувшись до послуги «Нова функція» пункту «Об’єкт», 
відповідь на запит «Введіть вираз» ввести сталу 0 (нуль) і далі звернутися до посл; 
«Побудувати». Пояснити отриманий результат.
За тих самих умов, що і у вправі 1, ввести довільну сталу, відмінну від нуля і звернутися 
послуги «Побудувати». Пояснити отриманий результат.
Використовуючи неявне задання залежності між змінними х і у  (тип 0(х, у) -  0), побуду]

ти графіки функцій: у  =  — ; у  = этх; у  = х1\ у  = т/х; у = — хх х
= т[х',у = \о%г(\-х)\ 1

у  = (1 + xf\  у  =  хіпх; у2 -

У пояснити отримані результати.
І0§2 ( 1 - х )

4. Побудувати графіки функціональних залежностей:
1) 0 = х у -  а, поклавши а = - 2, -1 . 0, 1, 2 (гіпербола);
2) 0 = 1 — 1о&(ду);
3) 5іп(2(а1к(х) + аЬз(у))) =  0;
4) 5іп(8Іп(ху) + соз(ху)) = 0;
5) 5іп(2(д̂  + / ) )  = 0;
6) 5іп(25цП(дгг + у1)) = 0;
7) 0 = біп(32 |хИ)/2 + х20 + / °  -  1;
8) 0 =  5Іп(32 |ху|)/2 + х2 + / -  1;
9) 0 = х20 + у 20 -  1 + зіп(8(х+ у))\
1 0 ) 0 = х2 + у 2 -  1 + 8Іп(32ху);
11) зіпЦх2 + у 2)к) для значень к -  1 /4 ,1 /2 ,1 ,2 ,4 , 8 ,16;
12) со5((аЬ5(х)+аЬ5(у)/) для значень к=  1/4, 1/2, 1 ,2 . 4, 8, 1 6 ,2 0 ,2 5 , 32.

5. Побудувати графіки функціональних залежностей:2 З
а) у  - а х  = 0, поклавши а = 0.5, 1 ,1 .5 ,2 ,2 .5  (такзвананапівкубічна парабола);
б) ( у - х 2)2 - х 5 = 0; г )у 2 - у 4 - х 4 + х6 = 0;
в) у 2 - х 4 +  х6 =  0; д ) У  - х 2( х -  1) = 0.

6. Побудувати графіки залежностей Ох, у) = 0, якщо:

Ф 0, п = 2к + 1,

..... і \ шайдеться таке значення *0, при якому функція/*) набуває
і і п ніш уо, тобто /*0) = уо- Таким чином, кожному значенню y є Y
...... . певне значення хєХ. Цим визначається на множині У

її 111, н і ч x-g(y), яка називається функцією, оберненою до функції
/І *) І Іри цьому якщо відповідність у  = /* ), за якою множина X  

....... .. у множину У (пишуть / :  Х—> К), взаємно однозначна,
111 міжному х е Х  за правилом/*) відповідає єдине значення у  є У і 

ним шаченням х еХ  відповідають різні значення уе  У, то обернена 
нмии визначається однозначно. Якщо ж відповідність/ :  Х—>У не є 
" чин однозначною, тоді і обернена функція визначається неодноз-
ІІІіі
Прикладами, коли обернена функція визначається однозначно, 

і муті, бути такі:
і і лінійна функція/*) = ах + Ь, (а Ф 0); 
і« п л іс н е в а  функція уР при непарних п (я 

* 0 ,1 ,2 ,...);
> і іи ливникова функція/*) = сУ, (а > 0, а Ф 1);
11 лої арифмічна функція/*) = 1 о ^ , (а > 0, а Ф 1);

■ і функція у  = —, (а Ф 0);
*

П) будь яка неперервна монотонно зростаюча або монотонно спа- 
ілюча функція.

'■ 11.1 ведених прикладах кожному допустимому значенню * (із об-
■ н щгшачення функції/*)) відповідає єдине значення у із області
■ і її ні. функції / * ) ,  і навпаки, кожне значення у із області значень 

І имнї/х) відповідає тільки одному значенню * із області визначен­
ій функца/х).

(ггжс, в такий спосіб встановлюється взаємно однозначна відпо-
чіп іі./:Х -»У  між елементами (точками) множини X  (області ви- 

МЙЧФИНя функції/*)) і елементами (точками) множини У (області 
.....і мі. функції/*)). При взаємно однозначній відповідності / :  Х~ф У
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завжди існує єдина обернена д о /х ) функція g(y), (g : Y-^X). така, щ< 
для будь якого х еХ  g(/(x)) = х, (хеХ, fix) є Y, g(J[x))^X), і для будь» 
якого у є  YJ[g(y)) = у, (ує Y, g(y)eX, J(g(y))e Y).

Таким чином, у розглядуваному випадку функції/: X-x>Y і g : 7->J 
є взаємно оберненими одна до одної. ,,

Прикладами, коли обернена функція визначається неоднозначна,, 
можуть бути такі:

1 )ЯХ) ~ a, ( a -  const); оскільки одне і те ж значення у  = а ставитьсг ’

і. що хє]-со, 0] і /  : ]—оо, 0] -* [0, оо[, то, міркуючи аналогічно, 
■мій зробити висновок, що і в цьому випадку обернена до fix) 
иі ти визначається однозначно: х = - J y  .

11 щ о  ж  за область визначення функції//) взяти множину ] -с о ,с о [ ,  
н .. иіозначно визначити функцію g(y), обернену д о /х ), неможли- 

■ кільки gi(y) =  + у[у  відображає множину значень [0, оо[ функції 
І їм множину [0, +со[, a g2(y) = ~-Jy відображає ту ж множину зна-

у відповідність нескінченній множині значень * із області визначен/"І’иЬ (Оі °°[ на ]-со, 0], причому 
функції /х ) , то неможливо однозначно визначити значення х, яком) 
відповідає значення у  = а. В цьому разі оберненої функції не існує.

2) будь-яка функція, яка набуває одного і того ж значення на да
якому інтервалі (чи на кількох інтервалах). Зокрема так звані кускої 
во-сталі функції (рис. 1.37); ц

3) функція/х) =х2.
Якщо хє[0, оо[, тоді ця функція встановлює взаємно однознач 

відповідність/ :  [0, оо[ —>• [0, оо[, причому кожному значенню хє[0, <я| 
відповідає єдине значення ує [0, оо[ і різним х із [0, оо[ відповідаюті 
різні у  із [0, оо[. Таким чином, в даному випадку обернена до /х | 
функція визначається однозначно: х = д/у .

Г рафік Інтеграли Опції

Побудувати 

36 і льшити 

Ви терти 
Ко о р ди н ат и

F6
F7
F9
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у<Х> r<F> у<Т> S t a t  P o ly  6 < х ,у
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М=4.506666667 
s=l.379597365 
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MinY-O.013333333 
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Статус
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клавішами t  , і 
Епter- — п ідтвердження 

Esc — вихід

Масштаб ̂ Користувача 

е :\доld95\astal

Рис. 1.37

( /І V)) = X ДЛЯ хє [0, оо[, g2(/x)) = X для хє]-оо, 0],
'ЦМг)) = у,ує[0, °°[, gi(y)e[0,00[,
/(Ц ,> (г)) = у , у є [ 0 ,  оо[, g 2( y ) e ] - c o ,  0 ] ;

sin х. Міркуючи аналогічно до попереднього, можна зробити 
ципки: якщо область визначення функції /х )  = sin(x) задано так, 
(П0М різним значенням х не ставиться у відповідність одне і те ж 

і'н midi у, тоді обернена функція g(y) визначається однозначно. Як

шило, за таку область визначення обирають проміжок

11 що ж область визначення така, що двом різним значенням х за 
і ши цім/ х) може бути поставлене у відповідність одне і те ж зна­

ним г. тоді цю область слід поділити на частини так, щоб у кожній з 
и функція/х) монотонно зростала або монотонно спадала. У
.... . частинах області визначення функція/х) може мати різні обе-

і ні мі функції.
II. чай задано деяку функцію у =/(х), визначену в деякій області.

11 що побудувати графік цієї функції, то за графіком можна визначи- 
, н шипения оберненої функції g(y) таким чином: на осі Оу вибрати
і. ні. ммя у (аргумент функції /у ) )  із області значень функції/х) і від 
і і"Інімої точки на осі Оу провести паралельно осі Ох пряму до пере­

пни і графіком залежності у = /х ). У такий спосіб буде отримано 
- і и пня x = g(y) таке, що /х )  = /g(y)) = у. Отже, якщо аргумент 

ні.нїї g вибирати на осі Оу (в області значень функції /х)), то 
і «1111 к функції у = /х )  є водночас і графіком оберненої функції

Ж !')•
•її що ж аргумент функції g відкладати на осі Ох, то тоді доведеть-

.....міняти ролями змінні х і у і спочатку побудувати графік функції
Цу), після чого на осі Ох вибирати аргумент для функції g (із об- 

. її шачень функції/у)), від вибраної точки на осі Ох провести па- 
■ и іі.но осі Оу пряму до перетину з графіком функції х = /у ) , і та- 
.. і чином буде отримано значення оберненої функції g(x). Отже, 

■ 1111 к функції х = /у )  є в той же час і графіком функції у = g(x), обе- 
ііі и. її до функції х = /у ) . За заданим х значення g(x) за графіком за-

44 45



Рис. 1.38
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.....і' і і x ~ J(y) визначається так само, як і за заданим у значення
і иіииачається за графіком залежності у —fix'). 
і н нм чином, графік функції у = g(x) отримується як дзеркальне 

і і -исння графіка у  =J{x) відносно прямої у  = х (бісектриси пер- 
"tii координатного кута).
II (об побудувати графіки функції у  =/(х) і оберненої до f(x) 
имиї г -g(x) з використанням послуг програми GRAN1, зручно по-

і ■ м шіісжності між змінними х і у  у вигляді 0 =у -  fix) = G|(x, у) та 
■ Ну) = G2(x, у), після чого побудувати графіки залежностей 

м, у) ■ Ота G2(x,y) = 0.
'//'«/. піди
і ІЬ (будуємо граф іки залежностей:

0 = у  -  log2(x), 0 = х -  log2(y).
U і ко помітити (рис. 1.38), що графік залежності х -  log2(y) = 0 є в

0 *<9 час графіком функції у - 2 х, оберненою до якої є функція 
І»Ю(»)• При цьому g(J{х)) = 2>0ЄіХ — x,/g(x)) = log2(2't) = х.

Побудувавши графіки залежностей 0 = у  -  cos(x) та 
■ і - cos(y), легко переконатися (рис. 1.39), що графік залежності 
тЩ* cos(y) є в той же час графіком функції у = arccos(x) (визначеної

III »• імЬкку [-1, 1]), якщо областю визначення функції у = cos(x) є 
інчііжок [0, л]. У такому разі між множинами [0, я] (на осі Ох) і
1 1 1 (на. осі Оу) встановлюється взаємно однозначна відповідність:
....... у = cos(x) відображає проміжок [0, я] в проміжок [-1, 1],
....... i' = arccos(x) відображає проміжок [-1, 1] в проміжок [0, я].

рм ш.пму cos(arccos(x)) - х ,  arccos(cos(x)) = х.
Запитання для самоконтролю 

(Лин функція g(x) буде обернена до функціїУт)?
ЦЯ Може бути функція обернена сама до себе? Навести приклади.
Мини обернена доДя) функція визначається однозначно?
Ця МИсжить існування оберненої функції від того, в якій області визначено функцію /х)?
Я* можна отримувати значення функції g(x), оберненої до fix), якщо побудовано лише 
ІМфІК функції у  ~fix)2
Чи М0жн| графік функції у  = fix) вважати в той же час і графіком оберненої функції 
• *(г)?
Ми {ИЛудувати графік функції^ = g(x), оберненої до функції у  =fixf!
И» ітпшновуються на площині хОу графіки функції^ =fix) та оберненої до неї у =  g(x)2 
И» попиться графік функціональної залежності G(xy) = 0, якщо поміняти місцями змінні 
ІІУ*

Вправи для самостійного виконання
І ЙіЛуиупаги графіки заданих і обернених до заданих функцій: у  = х; у = \ І х  \ у  = sin v;

А г - ; у = 2і ; у  = tg(x). 
і +1

ИиЙУдукати графіки функціональних залежностей:
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1.

~

3. І дг |? + Iу  |4=  1 для значень д = -3,  - 2 ,  - 1 ,  1/2, 1/4.

§ 7. П а р а м е т р и ч н е  за д а н и я  
ф у н к ц іо н а л ь н о ї  за леж н о ст і

Часто буває зручно не задавати залежність між змінними х і у  без 
посередньо у вигляді рівності деяких виразів, до яких входять зміни 
х \ у, а виразити ці змінні через деяку третю допоміжну /, подавші 
відповідно у вигляді:

ф(со(х)) = х, со(ср(/)) = /, то можна встановити безпосередній зв’язок Ц 
між змінними х і у  у вигляді у  = ф(со(х)).

Задання функціональної залежності між змінними х і у  у вигляд І 
х = ср(ґ), у = ф(/) називають параметричним, а змінну І -  параметром І 
Виключаючи тим чи іншим чином параметр / із рівностей х = ср(/)Я 
у  = ф(/), можна отримати вираз, що описує безпосередньо^ 
функціональну залежність між змінними х і у. Параметричне задані іЯ  
функціональних залежностей буває особливо зручним гіриї 
дослідженні траєкторій рухомих точок, координати яких х і у ] 
змінюються залежно від часу /. Функції х = ср(/), у  = ф(/) і описуютЯ 
траєкторію руху точки (х,у) на площині хОу.

Щоб за допомогою послуг програми ОЯАМІ побудувати граф ів  
функціональної залежності між змінними х і у, заданої через параЯ 
метр І у вигляді х = (р(/), у  = ф(/), слід вказати на тип «Тип х=х(/)Я 
у=у(()», звернувшись до підпункту «Тип х=х(/), у=у(0, АЙ-Т» пунктЯ 
«Опції». Далі в пункті «Об’єкт» слід звернутися до підпункту «НовИ 
функція», після чого у вікні «Графік» з’явиться панель калькулятора Я  
напис над рядком введення «Введіть вираз». При цьому на початкЯ 
рядка введення подається напис виду х(/) = .... (рис. 1.40). Після тогоЯ 
як введено вираз для х(і), з’являється запит «Введіть вираз» і на почаЯ
тку рядка введення напис у(0=....... Коли введено вирази х(/) і у(/)Я
з’являться також запити про нижню і верхню межі зміни параметра Я  
(рис. 1.41). Після введення відповідей на всі передбачені програмокЯ 
запити введені вирази з’являються у вікні «Функція». Далі за допомоЯ 
гою послуг, перелічених у пункті «Графік» та інших пунктах, можнЯ 
виконувати всі передбачені програмою графічні операції стосовнЯ 
розглядуваної функціональної залежності між змінними х і у.

х = ср(0, у = ф(/).
Якщо при цьому функція ф(і) має обернену І = со(х), таку, щ(

48



і c « f lи Операції І нтегрa/iu Опції

Г Р аФік
ИіНмИ П THaxY=3

............... î ..........................
Введіть вираз 

X C t J = 4»cos< tT_

ат . Інше ra n

В м К  I p

yOO r<F> y<T> St at Poly G<x,y

f*In" Cos Та Cta 1 6 ♦
As in Acos Ata Acta 2 7 -
Exp Lg Ln X 3 a *
Abs Sqrt Log E 4 9 > Bs
Pi і > 5 о Введ

Статуо

Введіть вираз, викорме- 
товунни алфавітио-циф- 
рові клавіші.
Enter — введення 
Esc — відпіна редагив, 
S h ift  ♦- , -* перем і на н»т ь 
курсор, Bs, Del - вилу­
чають символи.

Масштаб-Пвто

Рис. 1.40
І рііфік Операції Інтеграли Опції

Г РаФік

Т

Іній »• П

ЩІИіпМ -Э Т rtaxY-Э

Ндрізок визначення

А = -5

В и б  і р

К X) ref) у<Т> Stat Poly G<x,y 

Фа нкція

I f 1? ' Cos Ta Cta 1 6
As in Acos Ata Actg 2 7 -
Exp La Ln X 3 8 *
Abs Sort Log E 4 9 У Bs
Pi < > 5 О Введ

Статус
Введіть вираз, викорис­
товуючи алфавітно-циф­
рові клавіш і.
Enter — введення 
Esc — відміна редагув. 
S h ift  -» переміщують
курсор, B s , Del — вилу­
чають символи.

Масштаб-Лвто

Рис. 1.41

49



Рис. 1.44

Рис. 1.45
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Приклади
1. Рівняння х = rcos(t), у  = rsin(0 визначають коло радіуса г з цен­

тром в початку координат. Справді х2+у2 = r2cos2(/)+r2sin'(i) = г .  Для 
г -  4 відповідне зображення задано на рис. 1.42.

2. Коло радіуса г котиться без сковзання вздовж прямої (осі Ох\ 
на колі фіксується точка, яка в початковий момент / = 0 збігається 1 

початком координат і є точкою дотику прямої і кола. Траєкторія цієї 
точки, як легко бачити, описується рівняннями

х = rt -  rsin(/) = r{t -  sin(O), y - r -  rcos(t) = r( 1 — cos (?)).
Криву, яку описує вказана точка за час, поки її ордината у  знов) 

стане рівною нулеві (при t = 2л), називають циклоїдою. Параметр / \ 
це кут, на який повертається радіус, що з’єднує центр кола з вказаною 
точкою на колі.

Графік циклоїди подано на рис. 1.43.
На рис. 1.44, 1.45 подано фігури Ліссажу -  графіки залежносте!) 

х = Aisin(coi/+cpi), у = A2sin(co2?+92)-
Запитання для самоконтролю

1. Як можна встановити безпосередній зв’язок між змінними х  і у  за параметричним заданняЯ  
відповідної функціональної залежності?

2. Як за допомогою програми GRAN І можна отримати графік залежності між змінними х  і I і 
за її параметричним заданням?

3. Як можна знайти значення змінної у, яке відповідає вказаному значенню змінної х, якщі, 
зв’язок між змінними х і у  задано у параметричній формі?

4. Якщо задано рівняння х = <р(ї), у  -  ф(Г) і побудовано графік відповідної кривої, яким буд|' 
по відношенню до нього графік кривої, що визначається рівнянням х = ф(/), у=ср(Г)?

5. Якщо задано рівняння х  = ср(і), у -  Ф(0 і потрібно побудувати графік відповідної залеля 
ності між змінними х і у  з використанням програми GRAN1, який з виразів <р(ї) і ф(Г) слів 
вводити першим? Що відбудеться, якщо порядок введення виразів змінити?

6. Якщо залежність між змінними у  і х  задано явно у вигляді у  =J[x), чи можна задати її в па 
раметричній формі?

Вправи для самостійного виконання
Побудувати графіки параметрично заданих функціональних залежностей:

1. х = acost, у  = bsinl при конкретних а і Ь (еліпс);

2. = (а +  і )  cos(i)
і о + Ь-a c o s |------- 1

а
-(a + b) sin(/) — аг sinl a + *,- t 

a
при конкретних а і Ь (а <Ь) (епіциклоїда, яку описує точка кола радіуса а, яке котитьс| 
зовні по колу радіуса Ь);

3. х = (b -a )  c o s ( i ) -a c o s
(Ь-
ч а

у  = (b - a ) sin(/) — asinl

4.

при конкретних а і Ь, (а < Ь) (гіпоциклоїда, яку описує точка кола радіуса а, яке котить» 
всередині по колу радіуса Ь)\ 
х = 2асоя -  асс&2і, у  =  2азіп/ -  аип2і 
(кардіоїда, яка є частинним випадком епіциклоїди при а =  Ь);

5. х = Фсоя3?, у  =  Ь$іп 'і (астроїда, яка є часгинним випадком гіпоциклоїди при а = ЬІ4);
6. Побудувати фігури Ліссажу для значень:
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і 4 і ” 4. А г -4 ,  сої =  1, Ш 2=1, ф і= 0 , <рг= 0, фг =  я/4, ф2 =  ті/2, фг =  Зл/4, ф2 =  я;
і 4і “ 4, Лг =  4 , ю і =  1, ф і=  1, ф 2 = 1 , « г  =  2 , 3 , 4 , 1 5 ;
і) і |-4 , соі = 1, (02 = 7, ф і= 1, ф2 = 2, А г = 1 ,  А г = 2, А г = 3, А г = 4;
І Ц * 4 ,  Аг = 4 , сої — 1, (0 2~  2, фі =  0, фг=  0;
н 4| г  4. Аг = 4, сої =  1, юг =  3, фі = 0, фг =  0;
і 41 -  4. Аг  =  4 , со і =  1, (02 =  7 , фі =  0, фг =  0;

• І 11 -  4 , А г  =  4, сої =  1, а>2 =  7, фі =  0 ,  фг =  1.
• мн|піишіти тіла, кинутого із початковою швидкістю Уо під кутом а  до горизонту, змінюю-
• і  ' і.ісом /зазаконом:

■  (• н«о«сс)Т, >> =  (Ковіпсх)/ — — , £  =  9.8.

(|ін иі/ііших Уо і а  знайти:
і ітіібілішу висоту, на яку піднімається тіло;
і| ні питань точки падіння тіла від точки старту, якщо

І Ц •  б, а  =  — , - ,  —, - я  ; а  =  — , У0 =  3 ,4 , 5, 6, 7, 8, 9; 
6 4 3 6 6

11 «иім повинен бути кут а , щоб при заданому Уо точка падіння тіла була віддалена від 
Нічки старту на 0  = 4, якщо РЬ =  8 ,9 , 10, 11, 12, 13, 14 ? 

і ишно повинна бути Уо, щоб при заданому а  точка падіння була віддалена від точки
с 71 71 7С 3* иііггу наО = 5, якщо а  = — , — —7с ?

^  6 4 3 6
знаходиться за укриттям, вершина якого має координати (хі, у\). Координати мі- 

И М  (*>• У г), (х2 > х і, уг < у і) .  Гармату розташовано в  пункті з координатами (хо, уо), (хо< 
11 і„ ■ гі). Якими повинні бути початкова швидкість снаряда і нахил до горизонту кута ки- 
іимім щоб снаряд влучив у точку (Х2,уг), перелетівши вершину укриття на висоті у  і+/і.

Дим конкретних розрахунків покласти хо = 0, уо = 0, х\ = 5 ,уі = 4, хг =  6, уг = 0, /7=0.01.

§ 8. Ф у н к ц іо н а ль н і за леж н о ст і  
в  п о л я р н и х  к о о р д и н а т а х

І.... дчимо полярний радіус деякої точки М  на площині через г, а
■ м ший полярний кут -  через/  Будь-якій функціональній залеж- 
і I ииду г = w(f) (явній) чи виду F{r,f) = 0 (неявній) у полярній сис- 
і координат відповідає певний графік (множина точок, полярні 
P шпати яких задовольняють вказану функціональну залежність), 
і ньому будемо вважати, що якщо кут /  набуває від’ємного зна- 
ни. ю від полярної осі за годинниковою стрілкою відкладається 
іойідіВй кут, рівний заданому за абсолютною величиною.
41 що кут /  більший за 2л, то це означає, що спочатку слід
■ МИ і и проти годинникової стрілки ціле число кутів величиною 2л 
■пнк обертів), яке вміщується в заданому/, після чого від полярної 
Проти годинникової стрілки відкласти кут величиною 0 < / -

ІЯ < 2л, (к = 0, 1,2, ...). Якщо г < 0, то такий радіус відкладається 
ІПрямку, протилежному до того, що визначається кутом /  Щоб 
mи від полярних координат до декартових, потрібно розв’язати 

и»му рівнянь х = rcos/, у  = rsin /відносно змінних г і / і  далі у вираз
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Масштаб-Користувача
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Рис. 1.49 Рис. 1.51
І І |ші|иіп>м залежності г = а (а = const, а > 0) буде коло радіуса а

І І |н*фінпм залежності (р = 6 (6 = const) буде промінь, що В И ХО ­

П И *  Щ Ні*'НІ м а і нахилений до полярної осі під кутом Ь.

-< ( (шфіипм залежності г = — - —  (а = const, а>  0) буде пряма,
С 0 5 ( / )

. і Mit>H 11 їй \ інірна до полярної осі і віддалена від полюса вздовж по-
а

*чі«М'іі мі і їм о; г = -------  -  пряма, паралельна полярній осі
sin(/)

(їм* ! І'І)
Графіком залежності r = a f (а> 0, а -  const,/ >  0) буде спіраль

і їм*, ні 11 * 11» 1.50); залежності г = у  (а> 0 , / >  0) -  гіперболічна

•*»•* н иі'п її пості г = Ьеа\  (а> 0, Ь> 0 ,/>  0) -  логарифмічна спіраль 
. і її

Запитання для самоконтролю
k  Ц |  Мри IV. Цілішого в полярних координатах, перейти до виразу, заданого в декартових 

І •шившії?
ІІИІНкіриіііі'пііій площині подаються точки з від’ємними полярними кутами?

♦ Яі не (мир іншіїіній площині подаються точки, полярні радіуси яких від’ємні?
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і. ні ии пі При цьому невідомі коефіцієнти ао, аь ..., ат доби-
—̂ її

об сума (Р(х, ) -  у, )2 квадратів різниць значень полі-

1 1  м пшчснь функції/(х) в точках х„ поданих в таблиці, була

4. Як за допомогою програми GRAN1 побудувати графік залежності r  = w(f), заданої в полн| 
них координатах?

5. Чи можна скористатися послугами програми GRAN1 для побудови графіка залежності 
полярними координатами, заданої неявно?

6. Як зміниться множина [0, 2ж] значень аргумента функції г =  и'(f), якщо замість/ п ідстави ^ ^ ™

і іНміНШіно І акий метод знаходження полінома Р{х) степеня не ви- 
Вправи для самостійного виконання № ш ш  рі і жданого т , який найменше у вказаному розумінні відхи-

За допомогою програми GRAN1 побудувати графіки залежностей між полярними к оорди н атаї^ Ь ^ л* м  і щблиЧПО заданої функції Дх), називають МЄТОДОМ  найме- 
г і/(п р и  конкретних a, h)\ j„

1. r = 2arcos(/) +  h, (a, h -  const, a  > 0, A > 0); I||H | цьому, як правило, задається наперед степінь полінома т, 
и , ній мгііішій від кількості п точок в таблиці. Якщо т > п - 1, то ко- 
фіі||іній Ни, </|, ат полінома Р(х) можна дібрати так, що для всіх 
. И* І, і, .п) матимуть місце рівності Р(х,) = у,, оскільки система

2. г
розглянути випадки: а) h > 2а; б) h < 2а; в) h = 2а.

= JbP І-2a cos2/cos 2 /  

r = 5 * sin(9/).
г =  cos(/); г = cos(2y); г -  cos(3/); г =  cos(5/). им

§ 9. Таблично задані функції та 
їх наближення за допомогою поліномів

Часто з тих чи інших причин деяка функціональна залежність 
дається за допомогою таблиці значень функції в скінченній кількос' 
точок у вигляді

Х і  11 ч Х2 1 •*77

f(Xi) 1Ті У2 Уп

аи +ахх , +а2х , +

а0 +а]х1 + a 2x“ +
■ + аи-\Х\
, + а„_.хГ‘ ~ Уі *

«0 +а,х„ + а 2х ,, + ... + СІ#1-1̂ г 1 = уя

Іноді аналітичний вираз функції Дх) взагалі невідомий, а відо* 
лише її значення в деяких окремих точках, знайдені в результаті сп< 
стережень чи вимірювань у деякому експерименті. Якщо 
відповідності до заданої таблиці зобразити точки (х„ у  і), (і = 1,2, 
п) на координатній площині, то в такий спосіб можна отримати ні 
ближене графічне подання досліджуваної функціональної залежност 
Якщо точок хь х2, ..., х„ досить багато, вони розташовані досить гусі 
і є впевненість, що досліджувана функція Дх), значення якої подано* 
таблиці, на проміжку [хь х„] змінюється досить плавно, то за вказі 
ним наближеним графічним поданням можна досить повно охаракті 
ризувати загальну поведінку функції.

Однак іноді виникає потреба знайти принаймні наближене ан; 
тичне подання таблично заданої функціональної залежності. Іно, 
вдається підібрати функцію ср(х) таку, що значення ф(х,) досить блі 
зькі до поданих в таблиці значень у, при всіх значеннях х, (і = 1,2, . 
п). Як правило, без спеціальних досліджень підібрати таку функції 
(р(х) нелегко.

Часто функцію, значення якої в точках х„ поданих у таблиці, які 
мога менше відрізнялися б від значень у, досліджуваної функції Д.
шукають у вигляді полінома виду Р(х) : 
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: а0 + а\х + а2х + ... + атХ

*ЧН МИ* рипі изок, причому єдинии.
• НМіримі (IRANI передбачено відшукання за методом наймен­

ші і|шнм полінома Р(х) степеня не вище 7, який найкраще на- 
іяПііипио задану функцію не більше ніж в 1000 точках, 

і пі Ніж вводити таблицю, за допомогою якої задається дослі- 
ін функціональна залежність, слід встановити тип Poly, для 
віігімиіо звернутися до підпункту «Поліном Alt-P» пункту 
» 11 * і к І 52) або встановити курсор «мишки» на тип Poly під 

•ННПцп» і натиснути ліву клавішу «мишки». Цей же результат 
т  м h її що одночасно натиснути клавіші Alt-P. 

і іигніичному заданні функції (тип Poly) (та роботі із статисти-
* І жими (тип Stat)) інформація вводиться у вигляді таблиць з
iffHt и(к» з деякого файла.

(ІНДг її ні таблично заданої функції (після встановлення типу 
із ми і'ік ішя до підпункту «Нова функція») у вікні «Графік» 

IWHhmi додаткове вікно із підпунктами «Таблиця з клавіатури», 
і файла» (рис. 1.53).
мм’рноння до підпункту «Таблиця з клавіатури» у вікні 
■Шляється додаткове вікно (поле введення даних) із напи- 
ииікому рядку «1:1», «Ред», «Ins» (рис.1.54). Цифри в ліво- 
іому куті вказують координати курсора в полі введення 
і,и і номер позиції в рядку). Максимальна кількість стовп- 
м ииедення -  26, максимальна кількість рядків -  1000.
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Поле Ins вказує на те, що встановлено режим вставляння символ 
тобто при введенні деякого символу в деяку позицію рядка всі ін 
символи, починаючи з позиції курсора і правіше, зміщуються на од 
позицію вправо. Після натиснення клавіші Insert режим вставляй 
змінюється на режим заміни. При повторному натисненні тієї ж 
віші режим заміни змінюється на режим вставляння.

Інформація вводиться з клавіатури як звичайно. Числа відокр 
люються одне від одного комою або пропуском. Щойно або рані 
введена інформація може бути змінена звичайними засобами реда 
вання.

Числа вводяться парами, перше з яких -  значення аргумента 
друге -  відповідне значення функції у  Після закінчення наб
даних слід натиснути клавішу F2. При цьому дані записуються у 
бочий файл, а на полі «Графік» з’являється панель калькулятора і f 
рядком введення запит «Степінь полінома» (рис. 1.55), у відповідь 
який слід вказати бажаний степінь полінома (не вище вказаного 
початку рядка введення). В результаті у вікні «Функція» з ’ я в л я є т і 
аналітичний вираз — поліном вказаного степеня, що найкраще наб 
жає таблично задану функцію в розумінні середнього квадратичн 
(рис. 1.56).

Якщо необхідно подати графічне зображення точок (х„ у,), зан 
них до таблиці, та графік отриманого полінома Р(х), слід звернут 
до послуги «Побудувати» пункту «Графік» (див. рис. 1.56).
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Рис. 1.57
•Мм'11 і|кіп їм і таблично поданими даними зберігаються доти, по- 
іЦНнЯІанІ функції (типу Poly чи Stuf) не буде вилучено. Якщо 
цім ЦН » іник іична вибірка вилучаються (при зверненні до під- 

ЙЙИМ> ми і II» пункту «Об’єкт» головного меню), то і відповід- 
іп'імн ф.нм, створений під час даного сеансу роботи з програ- 

(ЦЦ> вилучається. Якщо ж вийти з програми, не вилучаючи 
чин »німій функції типу Poly (чи статистичні вибірки типу Stat), 
Н ін ііЦ мі нюіься в директорії, що в даний момент використову- 
, І ІИнВУ Иі бути використані в подальших сеансах роботи з про-

МНІ фии ні. що утворюються за програмою при введенні табли- 
•НВННі функцій (типу Poly), мають розширення Apr, а робочі 
PttfR утворюються за програмою при введенні статистичних 
{ЩЦЛ̂ Ічп мають розширення Sto (рис. 1.57).

І І М в  і и*чіичпому заданні функції (типу Poly) таблиця вводи- 
М/ІЯ, 1,11 '■ІД звернутися до підпункту «Таблиця з файла», піс- 

I Війн «Графік» з’являється додаткове вікно із написом 
ДЯ»>. під яким подано перелік імен файлів, наявних у дире-
н и....и момент використовується (див. рис. 1.57). Щоб

4^1 і деякого із цих файлів, досить вказати ім’я потрібного
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E s c  -  в и х і д

і H.tfî ній. ш їм і ми до таблиці значень таблично заданої функції чи 
ти ж і» і минути таблицю, слід звернутися до підпункту «Змінити 

m ні«»., пункту «Об’єкт». У результаті такого звернення у вікні 
ріфіан і иипніться додаткове вікно, де подається таблиця значень 

і і і і unis Гоїу), на позначення якої встановлено вказівник у вікні

і їй треба змінити степінь полінома, слід звернутися до під­
ім ншіи степінь» пункту «Об’єкт». Якщо графік полінома 
\ ІІЩ.ІІІО, то після зміни степеня полінома у вікні «Функція» 
м ііпапітичне подання полінома, а у вікні «Графік» відпові-

ІІ/іш, іщ)и
! ІІМІІІИ рівняння прямої, що проходить через точки А( 1,2) і 
1 і ІІи ні іісіаііовлення типу задания функціональної залежності 

м ни і тения до підпункту «Нова функція» пункту «Об’єкт», 
ММ 11 к ляінліури) таблицю

X, 1 • 4
Уі 2 7

»иніп і іонінь полінома рівним 1, одержимо

І І (і (і <>()66667х  + 0.333333333 « —х н— .
З з

, пинии к до послуги «Побудувати» пункту «Графік», отрима- 
1 1  рііфннн іпмраження відрізка прямої, що проходить через задані

Щ> І 58).
ІняНін рівняння параболи, що проходить через точки Я(1,2), 
і І ( |,І )  Після встановлення типу Poly та звернення до підпунк- 

( Мм ф)Мкція» пункту «Об’єкт» введемо (з клавіатури) таблицю
т, 1 3 6
Уі

чмниїн сі спінь полінома 
“ (і Wi6666667x — 1.966

2
Явні
6666

1
ям 2, 
в іх -

5
одержимо

1-3.6.

фін
ни' імі" г до послуги «Побудувати» пункту «Графік», у вікні 

тримаємо графік шуканої параболи (рис. 1.59). 
і «рмніи і и т  ашована в точці з координатами (0,0), мішень в 
і (мін|і нш.ітами (7, 0). Визначити кут нахилу кидання снаряду і 

і ННЧЙікчіо швидкість так, щоб траєкторія снаряда пройшла через 
' (іМл вершиною укриття) (5, 3.01) і при цьому снаряд влучив у

І! ми....іншії тип Poly та ввівши з клавіатури таблицю
' M inY=-1.5i MaxX=Y*>

Масштаб-Користувача

т, 0 5 7
Рис. 1.59 V, 0 3.01 0
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побудуємо поліном 2-го степеня (параболу), що проходить через вкь 
зані точки. У результаті одержимо у(х) = -О.ЗОІх2 + 2.107х (рис. 1.601 
Щоб наближено встановити кут нахилу кидання снаряда, можна скі̂  
ристатися послугою «Координати», вказавши тип коордиш1 
«Полярні». У результаті отримаємо <р « 1.13.

Враховуючи параметричне задания залежності між змінними х і > 
X = (КоСОБф)?, у  = (Ковігіф)! -  §?/2, звідки

І =
V0 совф

у = xtgq> -  -9.8
V0 соэф к  =

tVÄ9
cos<pjxtg<p У

а також те, що траєкторія повинна проходити через точку (5, 3.0 
одержуємо

V, =
5VÄ9 

cosl.13^/5^1.13 -3.01
9.4.

4. Ввести з файла 15101357.STA (рис. 1.61) таблицю, що там зб 
рігається, побудувати відповідний поліном найкращого наближені 
таблично заданої функціональної залежності і подати зображені 
точок таблиці та графіка отриманого полінома на екрані дисплея.

Встановивши тип Poly, звернемось до послуги «Нова функція! 
Далі у відповідь на запит «Таблиця з клавіатури», «Таблиця з файлі 
(див. рис. 1.53) вкажемо на підпункт «Таблиця з файла». Після пояі 
переліку файлів (див. рис. 1.61) вкажемо на файл з іменс 
15101357.STA. Далі у відповідь на запит «Степінь полінома» введе* 
число 5. У результаті у вікні «Функція» з’явиться шуканий поліної 
Після звернення до послуги «Побудувати» пункту «Графік» одерж 
мо графічне подання введеної таблиці і знайденого полінома (pH 
1.62).

Щоб переглянути введену таблицю, звернемося до підпунк 
«Змінити функцію» пункту «Об’єкт». У відповідь на запит «Таблиц* 
клавіатури», «Таблиця з файла» вкажемо на пункт «Таблиця з клаві 
тури». В результаті у вікні «Графік» з’явиться додаткове вікно, в як 
му подано таблицю значень аргументів і відповідних їм значень д 
сліджуваної функції (рис. 1.63). Переміщуючи курсор (затемнені 
прямокутник) вниз чи вгору, можна переглянути рядки, які в дані 
момент не видно у вікні. Якщо є потреба виправити якесь із значень 
таблиці, слід перемістити курсор у відповідну позицію і далі ввесті 
клавіатури потрібні символи (використовуючи при потребі клавії 
Del, Bs, Ins та інші засоби редагування).

Запитання для самоконтролю
1. Який тип задания функціональної залежності слід встановити при введенні таблиці значі 

аргументів і відповідних їм значень функції?
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(М |Д В#ими' прін римою GRAN1 можливість спочатку ввести всі значення аргументів, а 
' І и  КІ ... .Ill ІМ ІМНЧСМІІЯ функції?

ввитім и інблицю з використанням панелі калькулятора і маніпулятора «мишка»? 
ММПіюи нмфри 3:5 у верхньому рядку зліва над полем введення таблиці? 
|Ш^ИіМ>нкі..іі.і и одне від одного числа при введенні таблиці ? 
нидім в идиому рядку в полі введення таблиці вводити більше однієї пари чисел ? 

іМ К«-гш що...іінііі. щоб вказати на те, що введення чисел до таблиці закінчено і табли- 
тмниі ними пни и робочий файл?
MljWH* іиїв 11., іі.иіьіііих сеансів роботи з програмою GRAN1 щойно введену таблицю? 
^ ^ ■ 'Н іП'інін. і 11 файла, до якого її було записано раніше?

■ М  * »МЮірнсіИНІїям послуг програми GRANI подати на екрані дисплея зображення 
у шПииці, не подаючи графіка відповідного полінома?

Ш/тт а* чин..міною послуг програми GRAN1 подати на екрані дисплея графік поліно­
мі в ннп ним ііним таблично заданої функції, не подаючи зображень точок, заданих в

М р І Н и і  ні імнін до раніше введеної таблиці?
дину і и інблицю, введену раніше з файла чи з клавіатури ?

■ ■  ММ иічиіі. .чин поліном мати степінь 1, якщо таблиця містить 5 пар чисел?
Р'^ани" рі иіііця ,Г/ц -Х і повинна залишатися однаковою при всіх і = 1 ,2 , 1?
аГ-ІМиїн" ярі у мсн ги X, в таблиці повинні бути впорядковані за зростанням ?

Вправи для самостійного виконання
Мі ЙрИінми і.рнпої. що проходить через точки: (1, 1), (2 ,2 ), (3, 3), (4, 4), (5, 4) і побу- 
•• '' І рифі*

Машини і рижії, що проходить через точки (-2 , 4). ( -1 , 1), (0, 0), (1, 1), (2, 4) і по- 
• МІН Ч Ірч'І'ІІі

lit1 пише
0,5

5-го
1

степеня
1.5

), ЩО 
2

найкра
2.5

ще на
3

ілижає
3.5

функц
4

ю, зада 
4.5

ну таблицею 
5

[И
ІІІІІІО. II

1
о збе

2
рігаетьс

4
я у ф

5
айлі з в

9
казан

10
им імев

16
ем, як

20
ЩО ДО (

18
іайлу з таким

^ ■ р ж і м .  було записано 15 пар чисел, і з'ясувати, скільки серед цих пар таких, де 
^ П р а и ч н і ї  ішшної функціїДх) від'ємні.

Мій (КИП'рисювуїочи послугу «Калькулятор» пункту «Інше») таблицю значень

К П Далі ввести цю таблицю (з
п п .

і**І 11  ч їй значень аргумента -  —, -  —, 0,

ЦІ I imtlllii поліном найкращого наближення Р(х) другого степеня. Побудувати 
р -  І’(х) та у  = cos(.v) і порівняти їх. Обчислити значення Р(х) і cos(,v) в то- 
I X ”  1.2 і порівняти їх,.

■М йЧМ  іинлугу «Калькулятор» пункту «Інше», побудувати таблицю значень фун- 
| Ц  Дії* іничепь аргумента -0 .10 . -0 .05 . 0, 0.05. 0.10. Для отриманої таблиці по­
йнятим найкращого наближення Р(х) 5-го степеня. Побудувати графіки функцій 

і*  ї'ііі  І порівняти їх. Визначити (за допомогою послуги «Калькулятор» та за 
^Н рМ йІі* / ’(аг) і sin(x) у точках 0.025, 0.075 і порівняти їх.
ІИ їм * и чіп гься снаряд під кутом а  до горизонту із початковою швидкістю Г0. 

М И йдиім и и укриттям, вершина якого має координати (х\,у\). 
і*Ш »ічч.іиі нід підніжжя укриття повинна знаходитись мішень, щоб при заданих Vo, 

■ D B рмилчіїво було влучити?
•і Мчінііііи бути висотаут укриття, щоб при заданих Vo, хі снаряд неможливо було 

^ ^ ■ ü  >№|Н' і укриття?
ЙЙ Йианіш) бути Vo і а , щоб при заданих х\,уі снаряд перелітав укриття і падав не 

■ р М И  і/ mit підніжжя укриття?
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г) На якій віддалі від підніжжя укриття повинен стартувати снаряд, шоб при заданому 
він перелітав укриття (якщо це можливо) і падав не далі відстані сі від підніжжя укр 
тя?

д) Чи можливе при заданих х\, уі, Уа влучення в мішень, якщо вона знаходиться за укрі 
тям на віддалі сі від його підніжжя?

Для конкретних розрахунків покласти:
а) Уа -= 10, х\ = 3, у і= 2 ;  У0 =--10, Xl == 5, y i=  4;

Уо == Ю, ДГ| == І. у і = Ю; У0 == 10, X| == 10, у , =  I;
б) Уа == 10, X , =  1; Уа ~ 10, X, =  2: Vo = 10, xi = 3 ;

Уо-= 10, х\ = 5; Уо= ю , X, = 6:, Vo = 10, x, =  7;
Уо == Ю, х. = 4 ; Уо= Ю, X, =  8:

в) хі == 2, уі = 2, d -  1; х\=2, У\ = 4, <7 = 0.5;
Х \  == 2, у\ = 5, d =  0.2; х, = 5, >i =  3Г, d =  1;
Х \  = У\ = 8, d =  0.1; хі = 10, У\ = 15, d =  1.5;

г) Уо-= 10, d-= 1; Уо= 1, d=:2; F0 =  ;i, <7= 0.5;
Уо--= 20, d-= 0. 1; Vo -  8, d-= 2; Vo == 2, <7 =  0.1;

д) X I  = 5, У\ = 5, Vo = 3, d =  1; x\ = 5, y\ = 10, Vo =
X 1 =- і ,  Уі = 8, Vo = 6, d  = 2; =  3, у  i = 9, Vo =

§ 10. Графічне розв ’язування рівнянь 
та систем рівнянь

Нехай потрібно розв’язати рівняння fix) = 0, тобто в області вин 
чення функціїДх) знайти всі такі значення аргумента х, що відлові; 
їм значення функціїДх) дорівнюють нулю.

При графічному поданні функціональної залежності у =f[x) знаі 
розв’язки рівняння J[x) = 0 означає: знайти всі точки на граф 
функції у =f[x), ординати яких дорівнюють нулеві. Іншими слова» 
потрібно знайти точки, які належать одночасно графікові функ 
у =f[x) та осі абсцис Ох, рівняння якої у = 0, тобто точки, які лежі 
одночасно як на лінії (прямій чи кривій), рівняння якої у =f[x), та 
на лінії, рівняння якої у = 0.

Побудувавши графік функції y=f{x) (використовуючи посл) 
«Побудувати» пункту «Графік») та скориставшись послуг 
«Координати», легко визначити ординати всіх точок на граф 
функції у -fix ), які в той же час лежать на осі Ох.

Приклади
1. Знайти розв’язки рівняння х2 -  3 = 0.
Побудувавши графік функції у = х2 -  3 та скориставшись пос 

гою «Координати» пункту «Графік», одержимо Х\ »-1.73, х2 » 1 
(рис. 1.64).

Якщо є потреба уточнити значення коренів, слід скористатися і 
слугою «Збільшити» пункту «Графік» (або послугою «Зміні 
відрізок» пункту «Об’єкт») і побудувати графіки досліджува 
функції в досить малих околах раніше визначених точок в зна 
збільшеному масштабі.

2. Знайти розв’язки рівняння | х - 1 |  + | х + 1 | - 2  = 0.
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11 in " іншій графік функції у  — abs( х -  1) + abs(x + 1) -  2, можна 
І<*Фнінніи н. що будь-яка точка осі Ох із проміжку [ - 1, 1] належить

Чі*фі*У ні....  с|>ункції (рис. 1.65). Отже рівняння має безліч
і будь-яке значення *є[-1, 1] є розв’язком даного

І Інніїїіі розв'язки рівняння sin(x) + 2 -  1п(*) = 0.
ІІИЙуп миипш графік функції у  = sin(jc) + 2 -  1п(х) на проміжку 

•<*| ірін 1.66), можна переконатися (враховуючи властивості 
і н»ііііі шиї) їм Іп(дг)), що за межами проміжку [-1, 40] немає ко- 
, т а  рн її нищ іншого рівняння.

При ріпшиді графіка функції у  = sin(x) + 2 -  1п(х), поданого 
І 66, може скластися враження, що рівняння

Іи(і )"() має 6 розв’язків: Хі«3.9; *2 » 6.1: х^«9.2; 
І О М # !*  14 9; v„* 20.25.

Нами і мі німі точність обчислень не вимагається, то з такими ви-
I ірММН Ми Ні і і і і ПОГОДИТИСЬ.

• ніш. ницо вимагається дещо вища точність результатів, то, 
иМЦнн'іи мін штаб графічних побудов у досить малих околах то- 
« «І, *», і, і, Vj, Х(, (див. рис. 1.67, 1.68), можна переконатися, що 

ні* Іііннинни мін 5 розв’язків: х у = 3.851; Хі = 6.088; лг3 = 9.203; 
І Г)І4 -  14 928.

Інтеграли Опції

H R T J  Р А

цОО r<F> уСТ> Stat Poly G<x,y

_________"П Функція

У<х)=хл2-3

М inV=—З 
MaxY=22

Статус

Підведіть стрілку в по­
трібну тонку клавішами 

• * .  * .  *
Enter — координати 
Esc — вихід

Масштаб ̂ Користувача
MinY=-6* МахХ=5. e:\granl\15101357.sta
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I ►*♦!» I III « Р І Ц І !  І  н т е г р а / і и  О п ц і я 1 н me J&XJ&EL

n 4v:ic>43943
WJI t MaxV=D.773074035

y<X> r<F>y<T> Stat Poly 8Cx,y ;

Функція

Y<x >=s іп (и >+2—ln <x >

A  =  - l  
B =40

MinY--2.57563391 

MaxY=3.697653494

Статус

Підведіть стрілку в по­
трібна точка клав ішамн 
*-, -*, t  , 4- 

Enter - відмітка. 

Повторіть Д Л Я  іншої! т .  
Esc - вихід

Функція

Y<x ) =s in  Сх > +2— 1 г» Сх >

й = -1 
В =40

MinY=—2.57563391 
MaxY=3.697653494

Вмбер іть послугу 

клавішами t ,  1 
Enter — п ідтвврджання 

Esc — вихід

Масштаб =4ато

Масштаб =Лвто

CMHДО/74 МвхХ=40.567867036»^ a:\grani\i5101357.sta

Рис. 1.67

Ійіві* ам * • * •• «трали Опції__ Стат Інше : r an

ЙМИ* у<Х> r <F) у<Т) Stat Poly 8<х,у

Вибірxi..Г ха ; ' хз'....Р4

/
Статне

(И -j і -* * * І Г І МимК = 20.83277 1139Й-Й- e:\granl\15101357 .sta

Рис. 1.68
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Слід зауважити, що точний аналітичний розв’язок розглядуван 
рівняння знайти неможливо, а пошук наближених його розв’язків 
використання графічних побудов вимагає досить трудомістких об1! 
слень і ретельного аналізу їх результатів. В обчислювальній мате 
тиці вивчаються спеціальні методи для відшукання наближе 
розв’язків рівнянь виду Дх) = 0 на заданому проміжку [а, 6] (ме 
ділення відрізка навпіл, метод хорд, метод дотичних, метод ітера 
тощо).

Іноді рівняння/(х) = 0 зручно подати у вигляді: / ( х )  - / 2(х) = 0, 
/і(х) -/гМ  =А х)і або ж деяка задача приводить до відшука 
розв’язків рівняння виду/\(х) = /2(х). У такому разі зручно побудув 
графіки функцій у =/і(х) та у = /2(х), після чого за допомогою посл 
«Координати» визначити координати точок, що належать о 
графікам. Абсциси х таким чином знайдених точок і будуть розв' 
ками рівняння /і(х) = /2(х). При знайдених значеннях х значеі| 
функцій/і(х) та/2(х) будуть рівними між собою.

4. Знайти розв’язки рівняння \[х + -5Іп(10х) = 1о§І/2 (х + 3.5).
8

Побудувавши графіки функцій у = ^х  +-5Іп(10х)
8

у  = к ^ 1/2 (х + 3.5), легко переконатися, що дане рівняння має єдиі 
розв’язок. Скориставшись послугою «Координати», одержу 
х » -1.297 (рис. 1.69).

Нехай тепер потрібно розв’язати систему рівнянь виду
К ( х , у )  =  0 ,

1^2 (х, У) -  0,
де Є\(х, у) і 0 2(х, у) -  деякі функції ВІД ДВОХ ЗМІННИХ X і у.

Встановивши тип задання функціональної залежності С(х, у) і 
будувавши графіки залежностей С^х, у) = 0 та 0 2(х, у) = 0, за де 
могою послуги «Координати» легко визначити координати точок, 
задовольняють обом рівнянням 0\{х, у) = 0 та С2(х, у) = 0 одноча 
тобто координати точок перетину ліній, що описуються рівнянії 
Сі(х, у) = 0, С2{х,у) = 0.

5. Розв’язати систему рівнянь
|х 2 + у 2 =16,
{^(ху) = 0.1.

Подамо вказані рівняння у вигляді відповідно
|0  = х2 + у 2 - 16,
|0 = 1§(ху)-0.1
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умині" і |іш|)іки відповідних залежностей (рис. 1.70).
ірії» попит і. послугою «Координати», знаходимо координати
ні і» і мну і рафіків

її Лі н ій нічного визначення координат точок перетину графіків 
«Лі »і ній і її масштаб побудови, тобто скористатися послугою 

йОп і м і і і и т и  межі, в яких змінюються змінні х тау. На­
д і я ,  ямці > і м і і і и т и  масштаб, вказавши межі МіпХ = -4.5, 

чМ М ні У --0 .5 , МахУ = 0.1, і побудувати відповідні 
ЮДірмоімп зображення, подане на рис. 1.71. Скориставшись 

ікиорзиішти», цього разу отримаємо х«-3 .99 , у»-0 .31 , 
і ири игроміщенні курсора уточнюється (змінюється) третя

і >111 Н11<||| НІ
іт іі*» помив ш  МіпХ =  -4.0, МахХ =  -3.98, МіпУ =  -0.32, 

І М МІ (ііаіриставшись послугою «Масштаб користувача» 
(ІІІНіН" І і оді одержуємо х = -3.987, у = -0.315, причому при 

■ЦЙНИ курсори уточнюється (змінюється) четверта після коми
і*

Щ ііцііо і-п ін н і  розв’язків рівняння Дл") = 0 можна розглядати 
^ВЬй»іу про підшукання розв’язків системи рівнянь

I ІМ ут- 0.25
II ‘Н у * 3.97;

3) ас ^ 0.24, у *4.04;
4) х ~ 3.97, у *0.28 .

Статао

Підведіть стрілка в по­
трібна точка клавішами 

■ * ,  * .  4-
Enter — координати 

Esc — вихід
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|0  = у - / ( х ) ,
[О = у,

а задачу відшукання розв’язків рівняння /,(х) = /2(х) як зада1] 
відшукання розв’язків системи рівнянь

|0  = У~/і(*Х
[0 = .У - / 2 (*)■

Досить часто відшукання розв’язків системи рівнянь вид 
{С7і(̂ , у) = 0, С2(х, у) = 0} за допомогою графічних побудов є мало і 
єдиним придатним для практичних застосувань методом, оскільї 
метод виключення змінних чи інші методи не завжди приводять ! 
бажаних результатів або ж є надто складними.

6. Розв’язати систему рівнянь
10 = зіп(ху) + соэ(х -  у),
[о = х/у~\%{х + у \

(рис. 1.72). Виключити одну із змінних х чи у із даної системи рівняй 
не вдається і важко запропонувати будь-який практично придатнії 
підхід до її розв’язування, крім графічного.

Очевидно, графічні побудови можуть бути використані для визні 
чення точок перетину ліній незалежно від типу задания відповіднії 
їм функціональних залежностей. Якщо, наприклад, потрібно визн 
чити координати точок кола х2 + у2 = 9, які лежать або на парабс 
у = х2/ 7 - 2  або на п’ятипелюстковій троянді т = 58Іп(5/) (рис. 1. 
1.74), то, побудувавши графіки вказаних залежностей та скористі 
шись послугою «Координати», одержимо координати шуканих точі

1) х = -2.92, у = -0.82; х = -3.03, у = 0.40;
2) х = 2.92, у = -0.82; х = 3.03, у = 0.40;
3) х = -2.18, у = -2.11; х = -2.66, у = 1.38;
4) х = 2.18, у = 2.11; х = 2.66, у = 1.38;
5) х = — 1.30, у = -2.76; х = -0.58, у = 2.94; |
6) х = 1.30, у = -2.76; х = 0.58, у = 2.94.
7. Із точки (1, 0) в момент 6 із початковою швидкістю У\ = 5.5 І| 

кутом 0.6 (радіан) до горизонту кидається деяке тіло, а із точки (2, 
в момент /2 із початковою швидкістю У2 = 4.5 під кутом 1.2 (радіа 
до горизонту кидається інше тіло.

а) Чи можливе зіткнення цих тіл? Яким повинно бути ї2, щоб зі 
нення тіл не відбулося?

Координати першого тіла із часом / змінюються за законом
Х](0 = Хі + V 1соз(а1) (ї -  ї)),
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Рис. 1.70
Н и в  і  * м  » • І и т е г р а / н і  О п ц і ї

Ми« о tU'W.no*at . І

Рис. 1.71

Вмб ір
XX Х2 G З Q4

У<Х> r<F> у<Т> S t a t  P o ly  G < x ,y

Функція

0=ил2+ил2-1б
0 = l g ( x * y > - 0 . 1

Статус

Підведіть стрілку в по— і 
Т Р і б н у  точку клавішами *. X
Enter — координати 
Esc — вихід

Масштаб ̂ Користувача
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tl ' t |.|||((Л|) (/ — /j) —
1 , 1  Mi'iMi старту, g -  прискорення вільного падіння, а коорди- 

" ч-н1 "" "im (а законом 
♦ і 1 1 л'"Ча2) (/ - t2),

І ( /  — t2) —

i**ij .......  11 і /, довільно, наприклад t\ -  1, t2 = 2, і враховуючи
біномі ими розглядуваного прикладу, побудуємо траєкторії

1 .....и щ у першого тіла
І ! • > *> ‘ п ч ( О .б ) ( /  — і ) ,
«ЧИ '  ніц(О.б)(/ -  1) - 4.9(/-  І)2

І  ' ‘м os( 1.2) ( / -  2),
•І ' і *іи( 1.2) (/ -  2) -  4.9(/ -  2)2.

" 11 ■ и і, ґорії перетинаються в точках У « 2.22, у* ~ 0.48 та 
к Ч, то, якщо момент t2 вибирати довільно, зіткнення

мніпніні другого тіла такий, щоб зіткнення тіл не 
и.нмм і,н імачити різними способами. Наприклад, визначи­

л и  першого тіла від точки старту до точки (У, у*) перети­
сни І и 1,1 к 11 і і спосіб встановити момент часу, в який перше 

шнчпіііігись в точці (У, у*). Далі встановити час, 
й МНИ Мої III ІІС ІІН Я  другим тілом точки (У, у*). Після цього 

♦ИМ'ИНН момент старту другого тіла так, щоб обидва тіла не 
И ніщ ( і*, у*) одночасно. Час, необхідний для досягнення 

»N om і піц, и (У, у'), можна визначити графічно, добираючи 
Ш^ими 11. /,| першої функції так, щоб траєкторія польоту 

•-імним um і. в ючці (У, у*). Змінюючи t\ відповідним чином,
......... І' н момент досягнення першим тілом точки (У, у*).

• 11-' н і і раекторії другого тіла, 
лищщ що перше тіло досягає точки перетину траек- 
мчмсігі !\ » 1.27, тобто перше тіло від точки старту до 
ніш за час 0.27.

по» мі .и точки ( У , / )  в момент t2 =  2.137 (рис. 1.77), як- 
« Міімпп /. 2, тобто друге тіло досягає точки (У,у*) че-

»*4 мі їмситу старту.
"і рик і їло знаходитиметься в точці (У, у*) в момент 

|<* III відбулося зіткнення, друге тіло не повинне стар- 
Г/ II  Ч.
мщиіл визначити: щоб тіла не зіткнулися в точці 

V <• ' 11, необхідно, щоб момент старту другого тіла був
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f**;
іж;
in

£<
ÊÉ.
2+2 ‘

О

х=-2.179180469 у =-2.109759479 
44МіпХ=-5.140422495 t!1aMY=5.124688279

к т ___Г р а ф і к _________ О п е р а ц і ї  І н т е г р а л и  О п ц іа

Вибір
" G2...TVS"1 '

Операції 1 нтегра/іи Опції

У<Х) : r(F) у<Т> St at Poly 8<

Функція
У<х)=хл2/7-2

0 = х А 2 + у А 2 - 9

R (f)=5*s in(5*f)

MinV=-5.1262429961 MaxX=S . 138504155^1 і

Статус

Підведіть стрілка в поя 

трібна точку клавішани І 
-+, t ,  1

Enter - координати 
Esc — в ихід

Масштаб —/їв то

Рис. 1.74

у<Х) r <F) yHTlStat Poly G<x,y

Функція

V<t >=0+5.5*sin(0 
XCt >=1+5.5»cos(О 

Y< t >=0+4.5 *s in (1 
X C t > =2+4.5*cos<1

.6)*< .. 

. 2 >*• < . . 

. 2 >* < . .

Статус
Введіть вираз, викорис­
товуючи ал<рав ітно -циф­

рові клавіші.

Enter - введення 
Esc -  відміна редагув. 
S h ift ■+ переміщують

курсор, Bs, Del - вилу­
чають символи.

Мас штаб ̂ Користувача 

е :\g ran l\po1 і t2

у<Х) r<F> у<Т> S t a t  P o ly  (К• ‘.......'......
Функція

Y< t)=0+5.5*sin(0.6>*C . 
X(t)=l+5.5*cos(0.6>*<. 

Y(t)=0+4.5*sin(1.2>*( . 
X<t >=2+4.5*cos< 1.2 >* C .

Статус

Виберіть потрібне мені 
клавішами +, -+

Enter - підтвердження

Мас шт аб“ Користувача 

е :\g ran l\po1 і t 2

Рис. 1.75
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Рис. 1.76
прирівняти координати X\(t) 
и ( / /|) і (/ — ґ2) із рівностей
І* * (П ;) (1  /2)  — FiCOS(oti) (Ґ — Гі),

x2(t) та уф/) і у2{ї) і

VlS in (a i )  (J-1\) + y ( l - / l ) 2.«.>)(/ t i - y ^ O - h ?
[І 11 ) через x і {t -  t2) через у, побудуємо графіки так 
f  іиріїжсііих залежностей між змінними х і у  (тобто 

Щ (І /і) і 0 -  h) ) і знайдемо точки їх перетину 
и ніп 11111 ніким чином вказану систему двох рівнянь з 

ми (/ /|) і (І - 12). Як видно з рис. 1.78, перше тіло
') ні час 0.27, а друге за час 0.137. В такий спосіб 

Mill і II мис, необхідний для досягнення кожним із тіл 
fWl І момент старту t2 другого тіла такий, щоб зітк-

я Х'чмі (і**,у” ), то аналогічно до попереднього мо- 
і нерпи і їло досягає цієі точки за час 0.496, а дру- 
О ііИ щоб не сталося зіткнення в точці (х*\ у” ). 

Кіш і mp l y вати в момент t -  0.729.
I« І'і ■ 0. /| I, V\ — 5.5, аі = 0.6, х2 = 2, у2 = 0, 
ї ї , -  0,9, го якою буде найменша віддаль між тілами 
в и »> 1111 мі імен і часу?
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ÈÉ.
2+2‘

Графі»

Н*н*Н'іпХ=0.5 fMaxY=l

Операц іїІн те гр а л и О п ц ії 

Г рафій Ви6 ір
Т2

l i t  Р Ш
«А. Й М Г .і:

Ндрізок визначення

jS in Cos Tg Ctg 1 6 4

:As in A cos Atg Actg 2 7

Exp Lg Ln X 3 Ô *
Abs Sqrt Log E 4 9 У Bs

Pi C 5 O Л Been

у<Х> r<F> у<Т> Stat Рої у G<*,l І

Фчнкці я

YCt >=0+5.5*sinCO.6>*С. 
HCt >=1+5.5ксозCO.6 >* < . 
YCt )=0+4.5«sin(l. 2 >■* < . 

XСt )=2+4.5*cosС і.2 )*<  .

MinY=-0.034

Ст ату о 

Введіть вираз, викорио- 
товаипи а/іфав ітно-циф-

рові клавіші.
Enter - введення 

Esc - відміна редагнв. 
S h ift -* перем іщують

курсор, Bs, Del — вилу­
чають символи.

Ma с чіт аб = Ko ристу вач а

Цивг ВЦІ І Інтеграли Опції Стат . Інше йгап

і nivuM t,ra*
- • * • .1*11 H.»»9A

В-иб ір
іГ ТГІГТ""ІГ2 G3 G4 Х5 'і

у<Х> r<F) у<Т> Stat Poly G<x,y:

Функція

YCx > = C1+4.S * c d s CO.9)*(x- 
' 1.5)-5.5*cos<0.6)*Cx-J>) 
Л2+<4.5*sinCO.9)*Cx-l.5) 

-4.9* ( х-1.5>л2-5.5*5Іп(0 
і .6)*<х-1>+4.9*(х-1)Л2>Л2

A = — l  
B=3

MinV=1.71329B445

MaxV-195.198502781

Статус

Підведіть стрілку в по­
трібну точку клавішами 

+. +, +, 4 
Enter — координати 
Esc — вихід

Масшт аб =Користу вач а

H InVa-O.024 MaxX = 1.7>p e :\g ra n l\p o lit2

Рис. 1.77
Рис. 1.79

Операці і Інтеграли Опції

s. х=0.269075724 у=0.136765264
■ 4 ЄМ іпХ = -О . 521063374 t Мак Y=1 . О 18703242

Виб іо
Т 2 G3

І НШі V
щ<Х> г<П у<Т> Stat Poly 6<м|

Функція

O=l+4.5*coe(l.2>*и-5 5Є| 

os <0.6 >*х 
0=4.5«sin<l.2>*у-4.9* у'"в 
-5 .5*sin(Q .6)*х+4.9*уяіі|

Статуо 

Підведіть стрілку В ПОІ 
тр ібна точку клав іиіамй ] 

+  ,  + ,  t ,  4 
Enter - координати 

Esc - вихід

М inV=—О.5±89364494 МахХ=1.020775623Р>

Масштаб =Двто 

е : \g ran l\oo1 і 1 2

Ви б ір
"Т 2 ХЗ

у<Х) r<F> у<Т) Stat Poly G<x, у 

Функція

YCt >=0+5.5*sinCO.6>*С . . . 
XCt >=1+5.5*cos(0.6>■*< . . . 

Y(x>=(x-2)*tg<3*pi/4)

0= Cx —1.65 >Л2 + Су—O.35 >Л2 — 
CO.2>Л2

Статус

Виберіть потрібне меню 
клавішами +, •+

Enter - підтвердження

Масштаб=Користувача 

е :\g ran l\po1 і 12

Рис. 1.78
Рис. 1.80

■
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ЬцЖ
L5

5<;
шг*гч
о

Графік
4АМ1пХ=0.9 tMaxV=0.9

к т ______ Г р а у і к _______O n t p t u l > І н т е г р а л и  О п ц І >

Ви б ip
ta  Яз

і ідріоок іиаиачення

IS in Cos T g Ctg 1 G +

Asin Acqs fttg Actg 2 V -
Exp La Ln X 3 8
Abs Scir t Log E 4 9 Bs

Pi < > 5 О Вве д,

ХЗ

; уСХ> r<F> yCD Stat Poly 6<х

і Y < t  >=0+5.5*sin(0.6)#( . .
X C t  > = 1 + 5 . 5 * c o s ( 0 . 6 > * < . .  

I Y(x) = (x-2>*tg(3»pi/4)

І0=<х-1.65)Л2+(у-0.35>^
<0 .2>~2

MinY--0.3+ MaxX-2. J »

С т а т у р
Введіть ВИРІЗ, ВИКОРИС 
тонуючи а/і<рав ітно -циф­

рові клавіш і.
Enter - введення 
Esc - відміна, редагує. 
S h itt *-, -» перем іщують

курсор, Bs, Del - вила 
чають символи.

Масштаб =Користу вача 
е :\g ran l\p o 1 і t4

Рис. 1.81
06 '
**Г
іК  
1 Л

fs
**
2*2-
E l

_*„+■ тг.«? ту у* .On ад. ж ж

-4-4МіпХ=0 . 9
Г РаФік 

t  liaxY=0.9
Виб ір

Т2 ХЗ G4

визначення

jS in Cos T g Ctg 1 6 +

Asin Acos A tg Actg 3 7 -
Exp Lg Ln X 3 8 *
Abs Sort Log E 4 9 / Bs

Pi < > 5 О Вве д

J<X> K F >  у<Т> S t a t  P o ly  S<:

Функція 

: Y<t>=0+5.5*sinC0.6)*<. 
XCt>=l+5.5*cos(0.6)*<. 
YCx>=(x-2)*tg(3*pi/4)

0 =  < x  —J . . 6 5  >Л 2 +  < y —О . 3 5 ) Л 
« О . 2 > Л 2

Статус

Введіть вираз, викори 

товумчи алфавітио-циф 
рові клавіші.

Enter — введення 

Esc - відміна редагув, 
S h ift +, ■+ переміщуйсь 

курсор, Bs, Del — вил 
чають символи.

MinY=-0.34- МахХ=2 . J »
Масштаб користувача 
е :\g ran l\po1 і t4

Рис. 1.82
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►¥1*1* *м » » Іитеграли Опц ії

ІДМ в ч І І4 Г Г к :И Ю 2 3

Стат. Zнше r п

Виб іо
G1 G2

у<Х> r (F) у<Т> Stat Poly 6<х,у

Функція

0=х**іп<у)*0.041-4.9*(0. 
04 А>л2—О.4
0=2+x*cosСу>*0.041-1.84

Статус

Підведіть стрілку в по­
трібну точку к/іавішанк

+  . t ,  1
Enter - координати 
Esc - вихід

Масштаб ̂ Користувача 

е :\flran l\po1 і t 4

В и б  і р
T l Т 2 ХЗ G4 Х5

у<Х> r<F> у<Т> Stat Poly G<x,y

Функція

Y<t >=0+5.5*s in (О.6>*<. . . 

XCt)=l+5.5*cos(0.6)*<. . .  
Y< t >=0 + 10.8*sin <1.95 > . . . 

X < t > =2+10.8*cos<1.95 >. . . 
Y<x>=(x-2)*tg<3*pi/4)

0=(х-1.65)л2+<у-0.35>л2- 
<0.2>~2

Статус
Підведіть о т р і /iK'j в по­

трібну точку к/іавішами 
«-, ■+, t  , 1 

Enter — координати 
Esc - вихід

Масштаб =Кормстувача 
е :\g ra n l\p o lі t З
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Оскільки />2(0  = (лс2(0  -  *і(/))2 + (у2(0  У і(/))2, то , перепозначивш 
змінну / через д:, побудуємо графік функціі 0 2(х), і далі (лісп 
відповідного збільшення), скориставшись послугою «Координатні 
знайдемо: найменшою відстань між тілами буде (1.71)05 « 1.31 в мі 
мент /*  1.485 (див. рис. 1.79).

в ) Якими повинні бути У2, а 2, щоб, стартуючи в момент перети( 
першим тілом прямої у  = 1 (̂Зл:/4) (де -  2), друге тіло одночасно з пе| 
шим досягло точки, в якій перше тіло виходить за межі околу радіуі '"в'1 ' 1 4п(*) = 0; 
0  9 ч ігкнтппм в точпі перетину траєкторією першого тіла вказаи^И* • І ~х +5 = 0;

|«М*о') = о,
= 0 ?

Вправи для самостійного виконання
Ми*"|іистовуючи послуги програми СКАМІ, знайти наближені розв’язки рівнянь: 

17л + 3 =  0; 1
ws(*) = 0; l°g 1/2( x + l)  

log2(-x ) = X.

0 . 2  з центром в точці перетину траєкторією першого 
прямої? (рис. 1.80).

Перше тіло досягає вказаної прямої в момент 7 « 1.144 в то 
де« 1.65, у «0.35 (рис. 1.81), а за межі околу (х-1.65)'
+ (у -  0.35) 2 = (0.2) 2 виходить в момент /«1.185 в точці дс«1.№ 
у  « 0.4 ( рис. 1.82). Отже друге тіло має стартувати в момент / = 1 ,|| 
і в момент І = 1.185 досягти точки х = 1.184, у = 0.4.

Таким чином повинні виконуватись рівності:
2+  К2со5(а2) (1.185 -  1.144)= 1.84,
К28 іп(а2) (1.185 -  1.144) -4.9(1.185 -  1.144)2 = 0.4 . 
Перепозначивши невідомі У2 через х, а? через у, знайде! 

розв’язок системи рівнянь: І
0 =х 5 Іп(у) 0.041 -  4.9 (0.41 ) 2 -  0.4, І
0  = 2 + дсоз(у) 0.41 -  1.84 .
Як видно з рис. 1.83, наближеним розв’язком такої систв 

рівнянь буде х  = У2« 10.8, у  = а 2 « 1.95 (див. рис. 1.83, рис. 1.84). І

.......... я рівняння | х -5х  + 6 | + а = 0 матиме найбільшу кількість розв’язків? Найменшу

.......... її. розв’язків? Три розв’язки?
Нріі якнх а рівняння П л ­
и н  Н і II. розв’язків?

З | ) = 0 матиме найбільшу кількість розв’язків?

- 4 І -  З І +  а -  0 матиме найбільшу кількість розв’язків? Найменшу

П р и  « м і х  а  рівняння log2(a + | | x - 6  
■ ІМ И їиу кількість розв’язків?к іь. ___

Запитання для самоконтролю ■
1. Які точки на графіку функції^ =_Дх) відповідають розв’язкам рівняння Д х) = 0? І
2. Які точки на графіках функцій у = /і(х ) ,  у -/г (х )  відповідають розв’язкам рівна

/ , ( х ) = / 2(х)?
3. Які точки на графіках залежностей йі(х,у) = 0, йг(х,у) = 0 відповідають розв’язкам сД  

ми рівнянь

|О ,(х ,И  = 0,
[С2 (х ,т )  = 0 ?

4. Як подати рівнянняДх) =  0 у вигляді системи рівнянь виду

\& і( х ,у )  = 0,  I

{ о 2(х ,у )  = 0 ?  І
Який вигляд повинні мати вирази Оі(х,_у) та 0?(х ,у) в даному випадку?

5. Як подати рівняння/і(х) = / 2(х) у вигляді системи рівнянь виду |

| С 1(х ,т )  =  0,

{О 2(х ,у )  = 0 ?

Який вигляд повинні мати вирази 0\(х,у) та С2(х, у) в даному випадку?
6. Як за допомогою графічних побудов можна уточнити розв’язок: рівняння виду /.»■  

рівняння виду/і(х) = / 2(х)9; системи рівнянь виду

• і)м« «міх о рівняння хсо5х+1о§ш(2 - х/5) + а = 0 матиме на проміжку [-9 , 11] найбільшу 
розв’язків? Найменшу кількість розв’язків? 1 розв’язок?

НіЦн|іііі цінуючи послуги програми йМ-МІ, знайти наближені розв’язки систем рівнянь:

ч і) 
*і і І її 7; t

Зх -4 у3 = 12, , [х 2 + 3 у2 = 15,

2 х 3 - 5 у 2 = 8; }lo g 2(x -

І *нм 
Мій
|М ft

і*"*.
І'"

І V) о, 

ті 0.
І И.Н|. у  є  [ -8 ,8 ] ) ;

flg(Jcv) = 3, 
lsin |x |=  1/3;

3 ) - У  = 0;

| х  + т =  1,

[ТМ = 1/2;

х + т  =  5,
ху = 1;

х + у 2 = 7, 

- У  = 2;

ці-З,
і 1/1:

х2 - /  =1,
х 2 + 2 У = 2 .

|И*І#Н 1 11 і ' і ) •* момент / і  п ід  кутом а і  до горизонту із початковою швидкістю У \  кидається 
М И  і Г і"  11 і очки (х2,уг)  в момент ї ї  під кутом а 2 до горизонту із початковою швидкістю 

'^ ■ ІМ іїїі « інше тіло.
Цінну п. знаходитись обидва тіла одночасно в заданому околі заданої точки на траек-

Я иіі ні ічііоін тіла?
ІИ т»ч ііііі радіус найменшого околу точок на траєкторії першого тіла, в якому обидва 
■ р м п я л  п. шаходитись одночасно.
Ч а ї н ім  і іпініііні бути іг, а 2,  У2, шоб при заданих (х і.т і) , / 1, а (, У,, (х2,уг)  друге тіло опи- 
рр* н « нлночисно з першим: 1) в заданому околі заданої точки на траєкторії першого 

1) а ом ні і заданого радіуса деякої точки на траєкторії першого тіла в наперед зада- 
німгііі / .  (/ >  її, і  >  /2)? Визначити координати такої точки.
III повниш бути (х2, у2), І2, шоб при заданих (х і.у і), /і, а і, У\, а 2, Уг друге тіло одно- 
і і імршим опинилося: 1) в заданому околі заданої точки на траєкторії першого 
і і в окопі заданого радіуса деякої точки на траєкторії першого тіла в наперед зада­

тки н г ’ П м шачити кооординати такої точки.
М мімчу при конкрегних значеннях (хцдч), її, а і ,  У\ і т. д.

(•і і і і и момент/і стартує деяке тіло і рухається по колу з центром в точці (х* ,_у‘ ) 
ІІІМкоіюі сірілки із сталою швидкістю У\. Із точки (х2, уг) в момент /2 стартує 

|И І рух...... о Я ПО колу 3 центром В ТОЧЦІ (X; . у ' ) проти годинникової сірілки із ста-
Л Е у ц і н ю

К и м #  нікіісіііія цих тіл, якщо швидкості У і і Уг і моменти стартування І\ і ї2 ви- «"і тЧЯИІО?

І '
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б) Якщо зіткнення неможливе при будь-яких (|, /2, У и У2, то в який момент часу ві

між тілами буде найменшою при заданих (х і.у і), ( х , , у , ), Ті, Vі, (х2,уі), (х2 , у 2),
в) Чи можна дібрати моменти стартування / 1 і Тд і швидкості У\ і Уг так, щоб зіт

ніколи не відбулося, якщо при довільному виборі її, У\, І2, Уі воно можливе?

Розглянути випадки
а) при даних:

1) х\ = 0 , у \ =  0, х, = -4 , у , = 0; 

х\ = 1, у 2 = 0, х2 = з, у 2 = 0;

2) х,‘ = 0, у* = 0, х, = -4 , уі = 0;

х г = 1. У г = *2 =5- У г =0;
б) при даних:

1) х* = 0, у ’ = 0, х, = -4 , у, = 0 , У, = 4; 

х2 = 1, Уг = 0, х2 = 5, Уг = 0, У2 = 8;
в) при даних:

1) х* = 0, у \  = 0 , X! = -4 ,  уі = 0 , У\ = 4, /| = 0; 

х2 = 1, У2 = о, х2 = 3 , у2 = 0, У2 = 3 , 12 = 0;

2) х* = 0, у* = 0 , Х| = -4 ,  У! = 0 , V) = 4, Г] = 0; 

х2 = 8 , у 2 = О- х2 = 11, у 2 = 0 , У2 = З, Т2 = 0;
г) при даних:

1) х* = 0, у, = 0 , х, = -4 , у, = 0; 2) х, = 0, у* = 0, х, = -4 , у, = 0;

х'г = 1. у \  =  0, х 2 = 5, у 2 = 0; х2’ = 8, у 2 = 0, х2 = 2, у 2 = 0.

§ •/•/. Графічне розв’язування нерівностей 
та систем нерівностей

Щоб за допомогою графічних побудов одержати мно 
розв’язків нерівності виду Дх) < с, де Лх) -  деяка функція, визн 
на проміжку [а, Ь], слід побудувати графіки залежностей у  = Д 
у - с  (для значень х із [а,Ь]) і з’ясувати (з використанням по, 
«Координати»), при яких значеннях х графік залежності у = Ц 
жить не вище, ніж графік залежності у  = с. Множина таких значе 
буде множиною розв’язків нерівності /(х) < с. Множина розв’ 
нерівності виду/і(х) </г(х) визначається цілком аналогічно. Крім 
цей випадок можна звести до попереднього, оскільки нері 
/і(х) -^/і{х) еквівалентна нерівності /і(х) -/г(х) < 0. Мн 
розв’язків нерівності виду Лх) ^ а чи виду /і(х) >/і{х) визнач 
цілком аналогічно до попереднього.

Якщо функціяЛх) опукла донизу, то яким би не було число 
жина розв’язків нерівності Дх) < с або порожня, або така, що 
точки X] і х2 належать цій множині, то і всі точки проміжка [хь . 
кож належать цій множині. При цьому функцію Дх) називають 
лою донизу, якщо які б не взяти дві точки на графікові у  =

3) X* = 0 , у ’ = 0, х, = -4 , у , = 0; 

х2 = 2 , у2 = 0, х2 = 8 , у 2 = 0;

2) х* = 0, у\  = 0, х, = -4 , у, = 0, Г, 

х2* = 5 , у 2 = 0, х2 = 0 , у 2 = 0, У2 =
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імчіи І* ирчмою пінією, графік функції у =/(х) між вказаними точ- 
Цнг ...... .. графіка цієї прямої. Прикладами опуклих донизу

• їй И"Ф\ІІ (IV  ПІ функції X2, 2х, І0 gl/2.X•, | х |, соз(х) на проміжку

їй Ні

Ш  ІІИфі'НЮіо розв’язування нерівностей виду^.т) < а або$х) > а 
»Нічиїм НІН нугу «Нерівність» пункту «Операції». Програма також 
И*§» інрині рівняння Лх) = а. При цьому операції виконуються 
ЙШНіИ ІІОіНДЧСННЯ якої у вікні «Вибір» підкреслено. Якщо під- 

*і iliiM.it ПОЗНІЧСНЬ, операції послідовно виконуються для ко- 
|і̂ Иміін и порядку зростання їхніх номерів (зліва направо), 

рн «мкріи ній но послуги «Нерівність» у вікні «Операції» під пун- 
ІРМИМііііі." з’являється додаткове вікно із двома пунктами 

1.85).
І і..... ни нмпано потрібний знак нерівності, у вікні «Графік»
Мм Німриі. калькулятора, над якою розташовано вікно із напи- 
п і ю рі ор »становлено в першу позицію, з якої розпочинає- 

циіия ііііги ннн а. Одразу після введення значення а починає 
■ЙІМ ( ніінй направо) пряма у = а до першого перетину із 
і фімммі вказаної першою. Абсциса точки перетин} подаєть- 

• 'РІНІ.», що з’являється праворуч па полі вікна «Функція» 
І Ції ія ми і ИСіісния будь-якої клавіші побудова прямої у = а 

■ Ц И  л»і иасіупного перетину із графіком вказаної функції. 
І  НиІМ'їрІОІ ГІ.СЯ до тих пір. поки не буде досягнуто правої 

»Ііьн їм якому задано функцію. При цьому точки осі абс-
мі* ............. вказана нерівність, відмічаються черво-

I ( н |мі»
» мімі! ИнГіІр» підкреслено позначення тільки однієї функ- 
■•• »і" «ИВіІИЯ правої межі проміжку, на якому задано функ- 

М  ИИі 'іии «Нерівність» припиняється і автоматично здійс- 
НврМІд до пункту «Операції» головного меню. Якщо ж у вік­

ні І*|НН депо позначення кількох функцій, то після досяг-
• НІ МИ» ІМ*і проміжку, на якому задано попередню функцію,

•йіюнніино продовжує роботу, починаючи від початку 
М Кінму іпдоно наступну функцію (при цьому проміжки 

мЧЦ Можуть перетинатися). Після закінчення роботи з
ІНМії'і" ііНПДОГІчно продовжується робота з наступною.

Ми», дикість використовувати послугу «Нерівність» для 
рМЧ Нерівностей виду Дх) < а чи /\х) > а і в тому випадку, 
||ЙІ» Л * І м пню різними виразами на різних проміжках.
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* к ащШ НМ'їниМ п
50

ії понині І ри на проміжку

- — - — 1  > - 2 .
52 З
... X4 Xі X2

ІУМКЦІІ у  = -------------------------------- 1
150 52 З

РЦш*им. і /ці підпункту «Нерівність» пункту «Операції». У 
І мши и ііі.іі' и, «Знак >» вкажемо на підпункт «Знак >».
♦м*км і.....ні калькулятора із написом «« = 0 » на початку

ЦІ Иніііи мм " її мічення функції» над ним) введемо зна- 
ь | | )  V рімулі.таті отримаємо зображення, подане на 

^^Н іям о, що однією із частин (підмножин) множини 
■Ш І іііднпно, м « множина ]-со, —5.41 [. Після натиснен- 
АЙМІІІ" НроїЦЧ' побудови множини розв’язків розгляду­
ю ч і Р ридоюку і іься. Повторивши останню операцію 

|*ЛНоі кіііичіпі) достатню кількість разів, у результаті 
І §0 ) роїм ч  іі.ом розглядуваної нерівності є множина 

1 /,(І |8.51, +оо[.
ІНШИМИ III |Нічіо. н і ,  виду  /і(х )  <  0 , /і(х )  <  0 , . . . , / т{х) <  0

ЙЛІ*мт ....... . М, в яких задовольняються всі нерівності
Ш £ М т А/, ' і АУ П ... П М„„ де М, -  множина розв’язків
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'ЇМЛЧ передбачено послугу «С-ма нерів. у(х) > 0» в пункті 
При зверненні до цієї послуги на осі Ох відмічаються 

ММНипім кольором) точки, в яких задовольняються всі вказані нері- 
ініиі одночасно. Графіки функцій (типу у = у{х)), для яких розгляда- 
'Мюм 'і система нерівностей у,(х) > 0 , перед зверненням до послуги 

Пуги побудовані. Позначення функцій (типу у  = у(х)), які ви- 
•#•»*«• н. систему нерівностей, повинні бути відмічені (підкреслені) 
ИИ І 9 0 ).

М#ЧіІИ тепер потрібно знайти множину розв’язків системи нерів­
нії виду

[с ,(х ,у )< 0 .

[От(х ,у )<  0 .
Ці »ишіча значно складніша від попередньої. Проте в окремих до- 

[Н Ц ійіьох випадках, зокрема в такому важливому, коли функції 
Н  і опуклими донизу, задача також може бути розв’язана 
ріні" При цьому можуть знадобитися додаткові обчислення і по­

тім піі.іліз особливостей виразів 0,(х, у) для з’ясування питань, що 
Мнп.і ч поставленої задачі, зокрема, питання про те, порожня чи 

розв’язків розглядуваної системи, тощо.
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0 =x*u-l

Статас

Виберіть посиагз

клавішами *
Enter - п і д т в е р д ж е н н я

Esc - вихід

Множиною розв’язків розглядуваної системи нерівностей буде
.....ина М -М ] п  Мі п  ... п  Мт, де М, -  множина розв’язків нерів-

ни#і і  (і,(х,у)<0. Зокрема, якщо функції С,(х,у) опуклі донизу, то і
■ ..МІНИ Мі опуклі, тобто такі, що будь-які дві точки із множини М,
■ мм з’єднати відрізком прямої, всі точки якого належать множині

м
ІІІМІЦЖИМО, що функція С(х, у) буде опуклою донизу, якщо при 
и якому фіксованому У о  функція О Д Н ІЄ Ї З М ІН Н О Ї 0(х, У о )  буде опук- 
иі юнизу, і аналогічно, при будь-якому фіксованому х0 функція 

м ини змінної С(х0,у) буде опуклою донизу. Побудувавши графіки 
- мі остей С,(х, у) -  0  та С,(х, у) = с, де с досить мале додатне число, 
ми з’ясувати, в яких точках С ,(х,у)> 0 , а також в яких точках 

* м, і ) 0. Множина точок, в яких одночасно С,{х,у)< 0 при всіх
Щщй, т, є множиною розв’язків розглядуваної системи 

ИеЦІшіїктей. Слід зауважити, що якщо функція С(х,у) опукла донизу, 
Щ ЩИМ би не було число с, множина розв’язків нерівності й(х, у) < с 
їЛи Порожня, або опукла.

Нрииіадами опуклих донизу функцій можуть бути х2+у2, 
#• »(*> і иЬи(у) та ін.

|о викові побудови графіків залежностей С,(х, у) = с можуть бути 
н ЙрИрііі після з’ясування питань стосовно множини точок, в яких за- 
і ииш,і пи ться нерівність С,(х,у)< 0 , і не є обов’язковими, якщо пи- 
ніц* н і ко з’ясувати без таких побудов.

ШЯ розв’язання системи нерівностей виду 0,(х, у) > 0 , 
в програмі СЯАМІ передбачено послугу «С-ма нерів. 

р* А)><Ь> у пункті «Операції». При зверненні до цієї послуги на пло- 
ЦміК Ці >\ відмічається (заштриховується) множина точок, в яких всі 
РН|ИІ нерівності задовольняються одночасно. Перед зверненням до 

цім графіки залежностей Є/(х, у) = 0 мають бути побудовані. По- 
щНПіЯ залежностей (типу 0(х, у) = 0 ), які визначають функції 

>1 пі систему нерівностей, повинні бути відмічені (підкреслені) 
. І VI).

Рис. 1.92

ІЩШН ш)и
і Чниііі и множину розв’язків системи нерівностей

х + у - 3  > 0 ,
■ 2 х - 3 у  + 6>0,

- З х  + 2у + 6> 0.
з . імиііпі графіки залежностей х + у - 3  = 0, 2х-3>' + 6  = 0,

| і  ШМ (і 0  та звернувшись до послуги «С-ма нерів. О(х,у)>0», 
МНЯіі * будь-яка точка заштрихованого на рис. 1.92 трикутника є 
іРр|№М розглядуваної системи нерівностей.
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Стахао

Виберіть потрібне меніл 
к/іав і шамм *- ,  -*
Enter - підтвердження

Масіііі < 1  б =Корнстувача

Рис. 1.93
Графік Операції І итегра/іи Опції

Функція 

0 = —sin(absСх > +absСу >)

уй=-11 

уВ = 11

Статус

Виберіть потрібне меиіі 
клав Ішаии « - , -»

Enter - підтвердження

Масштаб =Користувача

Рис. 1.94

Графік Операції Інтеграли Опції

Графік .......
*чІМІг»Х = -6 tHaxV=6

Виб ір
О 1 U 2 03 G4 G 5

у<Х> r<F> у<Т> S la t  P o ly  G<x,g

Функція

0=x~2+y~2-J.6

0=5—aba<x >-abs<y)
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2. Знайти множину розв’язків системи нерівностей 1
У х\ + \у  |<5.

І Іобудувавши графіки залежностей х2 + у2 -  16 = 0, 5 -  аЬ$(х) -
аЬз(у) = 0 та звернувшись до послуги «С-ма нерів. С(х, у) > 0», 

'держимо -  вказаній системі нерівностей задовольняють точки зашт- 
ихованої на рис. 1.93 множини.

3. Знайти множину розв’язків нерівності зіп(аЬз(х) + аЬ$(у)) < 0.
і Іобудувавши графік залежності 0  = -дігфаЬзфс) + аЬз(у)) і звернув- 
иіись до послуги «С-ма нерів. Є(х, у)>0», одержимо: вказану 
нерівність задовольняють точки заштрихованої на рис. 1.94 множини.

Запитання для самоконтролю
І Що називають розв’язком нерівності виду: Д х) - а  <01 Д (х) < Д(х)? G(x, у) < 0?
1, Що називають розв’язком системи нерівностей виду: /\(х) < 0, Д (х) < 0......... f m( x )  < 0?
н Сі(.г, у) < 0, Gi(x, у) < 0 , . . . ,  G„,(x, у) < 0?
І Яку функцію видуДх) називають опуклою донизу?
І Які властивості має множина ров’язків нерівності Дх) < с, якщо функція Д х) опукла донизу?
' Як за допомогою програми GRAN1 можна знайти розв’язок нерівності виду Д х) < 0, де fix) -  

функція, визначена на проміжку [а, Ь]1
<і Яку функцію виду G(x, у) називають опуклою донизу?
f Чи може бути опуклою донизу функція G(x,y), якщо множина розв’язків нерівності 

( І(х, у) < 0 порожня?
* Чи буде опуклою донизу функція С(х, у), якщо для деякої сталої с множина розв’язків 

нерівності G(x,y) < с опукла?
1 Як за допомогою програми GRAN І можна знайти розв’язок нерівності виду G(x,y) < 0, де
1  Е(х, у) -  опукла донизу функція ?
І Чи буде опуклою множина розв’язків системи нерівностей G\(x,y)<c\, ..., Gm(x,y)< ст, 

«нщо ця множина непорожня, а функції Gі(х ,у ) , , Gm(x, у) опуклі донизу?

Вправи для самостійного виконання
Інайти множини розв’язків нерівностей:

«) х2 -  7х -  1 < 3; б) ьіп(х) < 1/3 при х є  [-5 , 5]; в) віп/совіх)) < соьізіп (х));

і ) ' - — ——  > - 2  ; д) х2 -  5х -  1 < соьіх); е) | х  | + | у  \ < 5; ж ) ( х - 1 ) 2 +  ( у -  1)2 < 9 ;  
^ „ Д х )

і) 5ІП(5ІП(ду) +  со$(ху)) 2  0  при х  є  [-5 , 5], у  є  [-5 , 5].

Інайти множини розв’язків систем нерівностей:

«І х ( 1 - х ) > - 3 ,  | х 2 + х 2 < 1 6 ,

I<*gwW  1°&2 (-х) -  “ 1; jabs(x) +  abs(y) < 5.

Інайти множини розв’язків систем лінійних нерівностей:
-2Х; + х 2 + 4  < 0,

І) ~ х 2 - 4  < 0, 
l -2 x ,  +.Y, -  4 < 0:

б)
- х ,  - х 2 + 5 <  0, 

- х ,  - 2 х 2 +  8 < 0, 

2 х , - 2 х 2 +  6  <  0 .
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§ 12. Відшукання найбільших і найменших 
значень функції на заданій множині точок

Для наближеного відшукання найбільшого і найменшого значені 
функції/(х) на заданому проміжку [а, Ь] за допомогою послуг про грі 
ми СКАИІ досить побудувати графік залежності у  =Дх) при х е  [а, І 
і далі, скориставшись послугою «Координати» пункту «Графік», в* 
значити координати найвищої і найнижчої точок на графіку у =Щ 
х є [а, Ь].

При цьому немає потреби знаходити корені рівняння / ' ( х )  =| 
аналізувати поведінку похідної / ' ( х )  чи другої похідної /  "(х) ] 
околі розв’язків рівняння / '( х )  = 0 тощо. Зрештою слід зауважи 
що відомий алгоритм дослідження функції призначений в основної] 
для того, щоб побудувати графік функції і з’ясувати її поведінку і 
заданому проміжку [а, Ь]. І оскільки побудова графіка залежно 
у  =Дх) на проміжку [а, Ь] не викликає труднощів, а за допомогою і 
слуги «Координати» легко визначити всі характерні точки і особливі 
сті графіка (точки перетину графіка з осями, найвищу і найнижчу т<| 
ки на графіку, проміжки спадання і зростання функції Дх), промія 
опуклості донизу і догори тощо), то виконання всіх пунктів досії 
громіздкого алгоритму дослідження функції не завжди виявляєт 
необхідним.

Приклади

І . Знайти найбільше значення функції Дх) = \[х -
1

• + соз(5і

на проміжку [-5, 5], а також значення аргументах, при якому дося| 
ться найбільше значення даної функції Дх).

Побудувавши графік залежності у  =Дх) та встановивши курса 
найвищу точку на графіку, одержимо х ~ 1.27, у  »1.85 (рис. І,1 

Крім того, у вікні «Функція» завжди подається найбільше і наймсі] 
значення функції у =Дх) на заданому проміжку (див. рис. 1.95).

Зауважимо, що відшукання розв’язку цієї задачі класичними ан| 
тичними методами є досить трудомістким.

2. Із прямокутного листа жерсті розмірами 4x5 дециметрів пп| 
бно виготовити коробку (без кришки) найбільшого об’єму. Яким ] 
цей об’єм?

Позначимо через х висоту коробки, хє[0, 2]. Тоді її об’єм дорі  ̂
ватиме (4 -  2х) (5 -  2х)х.

Побудувавши графік залежності у  = (4 -  2х) (5 -  2х)х на промі 
[0 , 2 ] і визначивши координати найвищої точки на графіку, одерж
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• кт ГржФік Сті ІншеО пврац іїІнтегр іли Опції 

>< = 1.279770393 у=1.042092768

1‘ г >»п
. . і . . В и б і о

х і  х г—---- :—
:у<Х> r< F) у<Т> Stat Poly в<х,уі 

... *»нкція

У(х)=хл(1/3>-хл2/7+соз<5і♦ X )

Д = -5 

В=5

MinY=-4.281404518 

MaxV=l.85348638

Статуо

Підведіть стріика в по­
трібнії точку к/іав і шами

*-м 1 , 1
Enter* — координати
Esc — вихід

Масштаб^Користувача

Рис. 1.95
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ifto для виконання допоміжних обчислень і побудов при розв’язуванні 
■ «міч задач.

3. Знайти найменше значення функції G(x,y) = 2 -  (х2 + у2) на мно- 
ІІІІІ розв’язків нерівності \ x \  + \ y \ Z 5 .
І Іобудуємо графік залежності abs(x) + abs(y) - 5  = 0 .
Легко бачити, що будь-яка точка всередині одержаного квадрата 

ftJ/Дв окремим розв’язком даної нерівності.
І Іобудуємо далі  ̂ графіки залежностей 2  -  (х2 + у2) = 0 ;

1 ■ (д + у ) = 0; 16 -  (х" + у )  = 0; 25 — (х2 + у )  = 0 і т.п., вилучаючи 
ЙДИ необхідності раніше побудовані графіки таких залежностей. Як 
НЙМо з рис. 1.97, найменшого значення (рівного -23) функція 2 -  

* ' г2) досягає в чотирьох точках (5. 0). (0, 5), (-5, 0), (0, -5), які на- 
#ИІ 1 1» до множини розв’язків нерівності! X І + \у  І < 5 . 
і І Іа площині хОу знайти точку М(х,у), сума віддалей від якої до 

•Mtftx заданих точок Л(0, 0), В(4, 0), С(0, 5) була б найменшою (задача 
мі» іикра).

Приховуючи, що залежність суми відстаней від точки М  до точок 
С від координат х, у  точки М  має вигляд
V* 2 +у 2

Рис. 1.97
х « 0.73, у  » 6.56. Таким чином об’єм коробки Ти 6.56 буде найбіл 
шим, якщо висота коробки буде рівною 0.73 (рис. 1.96)

Якщо потрібно знайти найбільше або найменше значення функ

/х~2 + (У - 5 ) 1 -с = 0, ДЛЯ7 ( * - 4 ) ‘ 4- у

И' с, рівних 1 2 , 1 0 , 8 .8 , побудуємо графіки відповідних 
юс гей. Як видно з рис. 1.98 найменшого значення г«8 .7  
ІУиана функція d(x,y) досягає в точці х  » 0.96, у » 0.91.

„ 1іапі„ ,1іш,  „______  т ^. . _  Іп.ійти найменше значення функції G(x, у) = 2 х + 3у  на множині
нерівностей виду G,(x,y) системи нерівностей х +у  > 1, х > 0,у > 0.в(х,у)  на множині розв’язків системи нерівностей виду Сі(х,у)1 ^ И *  "■< III системи нерівностей х + у >  1 , х > 0 ,у  > 0 .

..., Ь„,(х,у)< 0 , тоді (в межах можливостей, передбачених програмо^^Шбудувавши графік залежності х + у -  1 = 0 , легко переконатися
г ^ г > л \ Т 1\  .„С п тто о и н й  п т р ’ а ш к  т я к о ї  задачі За ДО ПО М О ГО Ю  Г р а ф ІЧ Н ІІ^И ^ І ......НІМОЮ ро зв ’ я зків  нетТ н пп -г; V -4- Л) 1 Г ХЗТІАХТУТІТТП пчлттлх» ---------------------

••• у с д  у  У    V ;  •  у —   і и / Ю  І Г Ю и Х /  1 V. Г 1 ,  І  І  И  і у і і і  Ж*ш. . * |К  -  | — — .

Є/?ЛЛ7 ) наближений розв’язок такої задачі за допомогою графічнЯ 
побудов з використанням послуг програми О^АМІ можна знайти іі г ‘ 
ким чином. Спочатку побудувати графіки залежностей С|(х, у) = 0,1

: точок задовольняються всі лСи(х,у) = 0  і з’ясувати, в якій множині точок задовольняються всі і£и»„., ппановити. що найменшого значення ^  “
рівності одночасно, або ж визначити цю множину, скориставшись іі| ^ И | міп ючок функція С( д = о ' Ршного А на вк;
слугою «С-ма нерів. С(х, у) > 0». Далі, добираючи відповідним ч и н ^^ ^^^Р ш  \Х^У) х ду набуває в точці х=  1,
константу с, будуємо графік залежності С(х, у ) - с .  В такий сгіо^

. і - --І---------- *’" ‘5
іжиною розв’язків нерівності х +у > 1 є множина точок першо- 

ЩЮір.ппа, які лежать над прямою, рівняння якоїх +у = 1 .
1 і\ павши далі графіки залежностей 2х + Зу = 1,2х + Зу=2 і т.д.,

і. - рівного 2 , на вказаній
у = 0

підмножину ТО ЧО К ІЗ М Н О Ж И В
константу с, будуємо граф 
поступово можна встановити ... „
розв’язків системи нерівностей С|(х,у) < 0 , ..., 6 гга(х,у)< 0 , на я 
функція С(х,у) набуває найменшого (чи найбільшого) значення.

В окремих випадках відповідний аналіз можна здійснити, ской 
тавшись послугою «Значення С(х, у)», де поруч з координатами х =ч 
у = ... точки (х,у) на координатній площині подається також значс 
2  = С(х, у) досліджуваної функції у точці (х, у).

Слід, проте, мати на увазі, що можливості програми GRANJ 
розв’язування подібних задач досить обмежені. Ними можна скорі 

для розв’язування досить простих задач розглядуваного тіВтатися

ні виготовлення продукції двох видів використовується чотири 
'німій. Кількість сировини обмежена і становить відповідно 
/ц одиниць. Для виготовлення однієї одиниці продукції пер- 
V погрібно й ц  О Д И Н И Ц Ь сировини першого виду, Й21 одиниць 

іругого виду, Й 3 1  О ДИ Н И Ц Ь сировини третього виду І Й41 оди- 
жпни четвертого виду, а для виготовлення однієї одиниці 

III Іругого виду потрібно В ІД П О В ІД Н О  й [ 2, Й22, й 32, й 4 2  О ДИ Н И Ц Ь 
** першого, другого, третього і четвертого виду (при цьому всі 

( І ) .

прибуток від реалізації однієї одиниці продукції першого 
“чіп. р\ одиниць, а другої - р2 одиниць вартості. Потрібно
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Рис. 1.98
.Об'єкт ...1 Г“ *»«..... Операції І нтегра/іи Опції І нше & «Г *іе Г» J

Виб ір
ПІ П2 G ІЗ G4 G5 

у<Х> r  <F) у<Т> S t  a t  P o ly

Функція
0=х*у-1 

0=2*x+3*y 

0=2*x+3*y-2 

0=2**x+3*y-5

Статус 

Виберіть потрібне меню 
к/іав ішапм -*
Enter - п ідтвердження

Рис. 1.99
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Рис. 1.100
"НГОТОВИТИ по стільки одиниць продукції першого і другого видів, 
щоб за даних умов прибуток від їх  реалізації був найбільшим. Іншими 
словами, програма випуску продукції при наявних обмеженнях по­
шита бути оптимальною.

Припустимо, що заплановано випустити Х \  одиниць продукції пер­
шого виду І Х2 одиниць продукції другого виду. Тоді витрати сирови­
ні будуть а\\Х\ + апхг ~ першого виду, а2\Х\ + а22х2 -  другого виду, 
і|ц*і + 0 3 2 * 2  ~ третього виду, о4і*і + о42* 2  -  четвертого виду. При цьо- 
Ну, очевидно, П О В И Н Н І виконуватись обмеження О ц * | + 0 |2 * 2  ^ Ь\, 
| |) |  Г| +  022*2 ^  Ь 2,  О з ,* і  +  032*2 ^  &3, 0 4 |* |  +  0 42*2 ^  Ьа,.

При такому плані випуску продукції буде одержано прибуток
І. *2) ~ Р \ Х \  +/?2*2) ( * 1 > 0, * 2  > 0). Потрібно в множині розв’язків 

низаної системи нерівностей знайти таку точку (*,, *2), в якій функція 
В |,* 2) набуває найбільшого значення.

Па рис. 1.100 подано розв’язок такої задачі при конкретних зна- 
" пнях:

011 = 1.5, 021 = 1, 031 = 3, о4і = 0.2,
0 (2 = 1, 0 2 2 = 2.5, О32 = 3, 0 42 = 0.2,
Ь\ = 1 2 , * 2  = 18, г>з = 27, = 18,
Р\ = 2.3, />2=2.7.

Як видно з рис. 1.100, оптимальне значення 24.7 функції г(х\,х2) 
їїн нГається в точці * 1 = 4 .3 7 , * 2 = 5.45, яку називають оптимальним
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0=5-abs<x > —alas (у) 
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Масштаб гКоріїстаеача

Рис. 1.97
х « 0.73, у  ~ 6.56. Таким чином об’єм коробки С«6.56 буде найбіль­
шим, якщо висота коробки буде рівною 0.73 (рис. 1.96).

Якщо потрібно знайти найбільше або найменше значення функції 
G(x,у) на множині розв’язків системи нерівностей виду G](x,y)<0, 

G„,(x,y) < 0, тоді (в межах можливостей, передбачених програмою] 
GRAN1) наближений розв’язок такої задачі за допомогою графічних 
побудов з використанням послуг програми GRAN1 можна знайти та 
ким чином. Спочатку побудувати графіки залежностей G\(x, у) = 0, ... 
Gm(x,y) = 0 і з’ясувати, в якій множині точок задовольняються всі не 
рівності одночасно, або ж визначити цю множину, скориставшись п 
слугою «С-ма нерів. G(x,y) > 0». Далі, добираючи відповідним чинои( 
константу с, будуємо графік залежності G(x, у) = с. В такий епосі 
поступово можна встановити підмножину точок із множини 
розв’язків системи нерівностей G\(x,y) < 0, Gm(x,y)< 0, на які 
функція G(x,y) набуває найменшого (чи найбільшого) значення.

В окремих випадках відповідний аналіз можна здійснити, скори 
тавшись послугою «Значення G(x, у)», де поруч з координатами х : 
у  -  ... точки (х,у) на координатній площині подається також значенії 
z = G(x, у) досліджуваної функції у точці (х, у).

Слід, проте, мати на увазі, що можливості програми GRAN1 
розв’язування подібних задач досить обмежені. Ними можна скори 
татися для розв’язування досить простих задач розглядуваного тип



2. Знайти множину розв’язків системи нерівностей I х2 + у 2 > 16,
У*| + |у |< 5 .
0, 5 -  abs(x) -Побудувавши графіки залежностей х г + у  — 16 = (

- аЬз(у) = 0 та звернувшись до послуги «С-ма нерів. Є(х, у ) > 0», 
одержимо -  вказаній системі нерівностей задовольняють точки зашт­
рихованої на рис. 1.93 множини.

3. Знайти множину розв’язків нерівності 8Іп(аЬз(х) + аЬБ(у)) < 0. 
Побудувавши графік залежності 0 = - 8Іп(аЬ5(х) + аЬз(у)) і звернув­
шись до послуги «С-ма нерів. С(лс,у)>0», одержимо: вказану 
нерівність задовольняють точки заштрихованої на рис. 1.94 множини.

Запитання для самоконтролю
І Що називають розв’язком нерівності виду:_/М -  а  ^ 0? /і(дг) <УНх)? G(x,y)< 0?
2. Що називають розв’язком системи нерівностей виду: f(x )  < 0, / 2М  < 0 ......... / т(х) < 0?
к. і Gi(x,y) < 0, Giix, у) < 0 , . . . ,  G mix, у) < 0?
І, Яку функцію видуДх) називають опуклою донизу?
І Які властивості має множина ров’язків нерівності J(x) < с, якщо функція J[x) опукла донизу?

Як за допомогою проірами GRAN І можна знайти розв’язок нерівності виду УМ < 0, де УМ -  
f  функція, визначена на проміжку [а, />]?
4 , Яку функцію виду G(x, у) називають опуклою донизу?
Т, Чи може бути опуклою донизу функція G(x,ÿ), якщо множина розв’язків нерівності 
Ь G(x, у) < 0 порожня?
І, Чи буде опуклою донизу функція G(x, у), якщо для деякої сталої с множина розв’язків 

нерівності G(x, у ) < с  опукла?
« Як за допомогою програми GRAN І можна знайти розв’язок нерівності виду G(x,y) < 0, де 

С(х, у )  -  опукла донизу функція ?
МІ Чи буде опуклою множина розв’язків системи нерівностей Gl(X,y)<Cl, . . . .  G mix, у) < cm, 

якщо ця множина непорожня, а функції G i ( x , y ) , , G„,(х, у) опуклі донизу?

Вправи для самостійного виконання
І Знайти множини розв’язків нерівностей:

2
я) х -  їх  — 1 < 3; б) зіпМ 2  1/3 при х є  [-5 , 5]; в) віп/созМ) ^ еозині М);

і) 1 > -2  ; д) х — 5дг — 1 < cosM: е) ! х І + І У І 2 5; ж) (х -  lj + (у -  1) s  9;jogn(x)
і) sin(sin(jcy) +  cos(ху)) < 0 при.т є  [-5 , 5], у  є  [ -5 , 5],

Xі + у 2 < 16,

І Інайти множини розв’язків систем нерівностей 

К Г х ( 1 - х ) > - 3 ,
»1 . б)
і и°Е 1/2 №  1<Д52 (х) 2  -1 ;  [аЬ8(л:) +  аЬ 5(у)<5.

І Знайти множини розв’язків систем лінійних нерівностей:
-2 х , + х2 + 4  < 0,

Іх, + х 2 - 1  < 0, 

х, — х 2 - 4  < 0, 

- 2 х ,  + х ,  - 4  < 0;
б)

- х ,  - 2 х 2 + 8  S  0 ,  

2 х , - 2 х 2 + 6 < 0.

Дг



§ 12. Відшукання найбільших і найменших 
значень функції на заданій множині точок

Для наближеного відшукання найбільшого і найменшого значень 
функціїУ(х) на заданому проміжку [а, Ь\ за допомогою послуг програ­
ми а и ш  досить побудувати графік залежності у  = /(х) при х є [а, Ь] { 
і далі, скориставшись послугою «Координати» пункту «Графік», ви- 
значити координати найвищої і найнижчої точок на графіку у  = Дт), . 
х є  [а, Ь).

При цьому немає потреби знаходити корені рівняння / ' ( х )  = 0 , II 
аналізувати поведінку похідної / ' ( х )  чи другої похідної f " { x )  в і 
околі розв’язків рівняння / ' ( х )  = 0 тощо. Зрештою слід зауважити, 
що відомий алгоритм дослідження функції призначений в основному І 
для того, щоб побудувати графік функції і з’ясувати її поведінку на І 
заданому проміжку [а, Ь]. І оскільки побудова графіка залежності І 
у  =_Дх) на проміжку [а, Ь] не викликає труднощів, а за допомогою по­
слуги «Координати» легко визначити всі характерні точки і особливо­
сті графіка (точки перетину графіка з осями, найвищу і найнижчу точ­
ки на графіку, проміжки спадання і зростання функціїДх), проміжки 
опуклості донизу і догори тощо), то виконання всіх пунктів досить І 
громіздкого алгоритму дослідження функції не завжди виявляється І 
необхідним.

Приклади
2і— X ~

1. Знайти найбільше значення функції /(х) = Ц х -------ь соз(5 + т ) |7 І
на проміжку [- 5 , 5 ], а також значення аргумента х, при якому досягає« 
ться найбільше значення даної функціїДх).

Побудувавши графік залежності у  =Дх) та встановивши курсор уі 
найвищу точку на графіку, одержимо х«1.27, у  «1.85 (рис. 1.95),І 
Крім того, у вікні «Функція» завжди подається найбільше і найменші 
значення функції у =Хх) на заданому проміжку (див. рис. 1.95).

Зауважимо, що відшукання розв’язку цієї задачі класичними аналШ 
тичними методами є досить трудомістким.

2. Із прямокутного листа жерсті розмірами 4x5 дециметрів потрИ 
бно виготовити коробку (без кришки) найбільшого об’єму. Яким буШ 
цей об’єм?

Позначимо через х висоту коробки, хє[0, 2]. Тоді її об’єм дорівпіпі 
ватиме (4 -  2х) (5 -  2х)х.

Побудувавши графік залежності у  = (4 -  2х) (5 -  2х)х на проміжя 
[0 , 2 ] і визначивши координати найвищої точки на графіку, одержиш

жачення аргумента функції sin(x) знаходитимуться в межах
1-0.2; 0.2].

Запитання для самоконтролю
1, Як за допомогою послуг програми GRAN1 побудувати дотичну до графіка функції у  =j(x) в 
І заданій точці (дго,Лхо))?
2, Як за допомогою послуг програми GRAN1 визначити кутовий коефіцієнт прямої, що прохо- 
. дить через точки (Х |,/Х |)), (x-t. f i x i ) ) !

.1 Як за допомогою графічних побудов на графіку у  -f ix)  можна визначити точку, в якій доти- 
, чна до  графіка паралельна до хорди, що проходить через точки (хі, / хі)), ( x i , f ix i ) )  (в при- 
■ пушенні, що в будь-якій точці проміжку [хі, хг] функція j[x) диференційовна)? 
і  Чи може дотична (якщо вона існує) до графіка опуклої донизу функції перетинати графік 
1 такої функції в деякій точці, відмінній від точки дотику?
1 Нехай fix) опукла донизу функція, визначена на проміжку [a, b], y=fi(x) = k x + b -  рівнянім 

деякої прямої, яка має з графіком залежності у -Jix) не більше однієї спільної точки. Чи 
1 може бутиДхо) < /і(хо) принаймні при одному до є  [а, 6]?

Вправи для самостійного виконання
І, При яких значеннях аргумента х значення функції cos(x) можна замінити значенням функції 

І -  х з  похибкою не вищою, ніж 0.01?

& Знайти рівняння дотичної до графіка функції у  = log2(x) -  cos(x/20) в точці, абсциса якої

I  Jro=5’
І Знайти рівняння прямої, що проходить через точки (хі.Д д і)), (хг. fixi)). де 

Г  / ( * )  =  2х + — sin(x/23), х\ =  1.5, хг = 7.5.
7

А  2
і  Знайти рівняння прямої, що проходить через точки (2, Д 2)), (4 ,Д 4)), деД.г) =  1 х -Ъ х  +  2 1.
• Визначити, при яких х значення sin(x) можна замінити значенням х  з похибкою, не більшою 

ніж 0.1; 0.01; 0.00001.

* Визначити, при яких х значення cos(x) можна замінити значенням 1 -  3 похибкою, не

більшою ніж 0.00001; 0.0001; 0.001; 0.01; О.і.

§ 14. Обчислення визначених інтегралів

Для обчислення визначених інтегралів виду J / ( x)dx можна ско-
a

Статись послугою «Інтеграл» пункту «Інтеграли».
Підпункт «Інтеграл» призначено для обчислення визначених інтег- 

‘ИІн для функцій, поданих явно у вигляді у  =Дх), а також таблично 
ІМП Poly) та статистично (гістограм) (тип Slat). Інтеграл обчислюєть- 
« ічя функції, позначення якої у вікні «Вибір» підкреслено. Якщо 
зкич позначень немає, тоді інтеграл обчислюється для функції, на 
значення якої встановлено вказівник у вікні «Вибір». Якщо підкре- 
» но позначення кількох функцій, то значення інтегралів, знайдені 

Ш кожної функції, додаються. Останнє дає можливість обчислювати 
•ніч рали для функцій, заданих різними виразами на різних відрізках.
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Після звернення до послуги «Інтеграл» у вікні «Графік» з’являється 
ніпит «Межі інтегрування», у відповідь на який слід ввести значення а 
і тої межі інтегрування та значення Ь правої межі інтегрування (рис. 
1.110).

Після виконання послуги у вікні «Функція» з’являється додаткове 
иікно «Інтеграл», в якому подаються вказані раніше межі інтегрування 
./та Ь, а також знайдене значення визначеного інтеграла І.

Якщо при цьому у вікні «Графік» було зображено графік функції, 
інтеграл від якої обчислюється, то область, що обмежена графіком 
Функції, віссю Ох та прямими х = а, х = Ь, заштриховується (рис. 
1 . 1 1 1 ) .

Приклади
1. Нехай потрібно обчислити площу, обмежену лініями а = -З,

1 3, у  = 0, у  = Іо§, (х + 3.7) + ^-зіп(2х2 ) + 2, тобто визначений інтег- 

3 1 .рип /  = ^(\о&1(х + 'і.1) + -$\г\(2хг) + 2)(іх.

Побудувавши графік функції у  = ^ 2(х + 3.7) + —8Іп(2 х2) + 2 на
проміжку [-5,5], звернемось до послуги «Інтеграл» пункту 
інтеграли» і у відповідь на відповідні запити введемо ліву межу інте- 

іпування а = -3 та праву межу інтегрування Ь = 3. В результаті отри- 
чж мо /«  22.4 (рис. 1.112).

Зауважимо, що точно розглянутий інтеграл обчислити неможливо, 
икільки не існує в скінченних виразах первісної до даної підінтег- 
йільної функції, а тому в будь-якому разі для обчислення подібних 
'Ніогралів доводиться застосовувати ті чи інші наближені методи.

Підпункт «Площа» пункту «Інтеграли» призначено для обчислення 
площі між графіками двох функцій, заданих у вигляді у  = Дх), в межах 
ЩД х = а до х = Ь, які вводяться аналогічно до попереднього. Позна- 
існня обох функцій у вікні «Вибір» при цьому мають бути підкресле- 
ИИМИ Якщо зображення графіків функцій подано у вікні «Графік», то 
(роща між ними заштриховується.
1 2 . Нехай потрібно обчислити площу між графіками функцій

х 2 1 1І*  '---- 1-—соз(5х) + 1 та у = ^ , ( х  + 3.7) + — зіп(2х2) + 2.
4 4 З

І Іобудувавши графіки функцій, знайдемо абсциси точок їх перети­
ну ц = -2.25; х2 = 3.78. Звернувшись далі до послуги «Площа» пункту 
Імісграли», введемо аналогічно до попереднього межі інтегрування 

в -2.25, Ь = 3.78. В результаті одержимо значення інтеграла (рис.
І 113):
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3.78
( Г|
І

-2. 25[І(1о§ 2 (х + 3.7) +\  5Іп(2 лг2 ) + 2 І - (  X і  1 У і---- 1- — со5(5х) + 1 й6с = 13.2.
V 4 4 )У

ч

3. Обчислити | / (х)с/х. де / (х) =
2 /|х | п р и х < - 2 ,
3 — |х| при - 2  < х < 1 , 
2  + 1о§2 (х) при 1 < х.

Побудуємо графік заданої функції на проміжку [-4, 5] (на проміж­
ку [-4, -2] -  графік функції 2/аЬз(х). на проміжку [-2, 1] -  З-аЬяфД, на 
проміжку [1, 5] -  2 + 1о§2(х)) і звернемось до послуги «Інтеграл» пунк­
ту «Інтеграли». Ввівши межі інтегрування а = - 3, 6  = 4, в результаті 
одержимо значення інтеграла (рис. 1.114):

4 - 2  І 4

І = | /{х)сІх = | (2 / +  |(3 - |х |)&  + 1(2 + к^ 2 (*))<& -  17.01.
І  - З  - З - 2  І

[ Слід мати на увазі, що підінтегральні функції при використанні по­
слуг «Інтеграл» і «Площа» повинні бути обмежені. Для наближеного

і,
обчислення невласних інтегралів виду | / (х)сіх, де функція /(х) на

проміжку [а, Ь\ має точку розриву (другого роду) таку, що при х —> х0
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/{х) —> оо (чи Лх) —> -°°Х можна скористатися послугами програми, 

обчислюючи інтеграли [/(х)сіх та $/(х)с/х, де є > 0 досить мале.
а х0- є

Якщо інтеграл збіжний, то при поступовому зменшенні є одержувані 
значення все менше і менше відрізнятимуться між собою і після 
отримання певної кількості стабільних цифр можна буде припинити 
обчислення. Тут, проте, може знадобитись додатковий аналіз стосов­
но збіжності інтеграла тощо.

Аналогічно для наближеного обчислення невласних інтегралів ви-
ОО А

ду ^/(х)<іх можна обчислювати | /(х)сіх, поступово збільшуючи А
- А

до стабілізації певної кількості цифр (якщо така настане). Тут також 
можуть знадобитись додаткові аналітичні дослідження стосовно збіж­
ності інтеграла тощо.

І °С4. Обчислити наближено інтеграл
\І2п

СІХ.

Побудувавши графік функції / (х) =
л/2тї

е~х 11 на проміж

[-6,6] (рис. 1.115), обчислимо інтеграли | / ( х)й6с, | / ( х)Л,
- 1 - 2

3 4 5 6

|/(х )< іг, | / ( х ) А ,  |/(х)<& , |/(х)< /х  і т.д. В результаті отримаєм« і

що для даної функції інтеграли на проміжках [-3,3], [-4 ,4|, 
[-5, 5] і т.д. практично не відрізняються між собою і з досить великої  ̂
точністю дорівнюють 1.

Цей результат спеціальними прийомами можна вивести і аналіт 
но (хоч для функції е~х 11 первісної в точних виразах не існує).

Можна показати, що |  е Х і1с1х = 

назву -  інтеграл Ейлера-Пуассона. Для обчислення значень функц
1 г іФ(х) = —= \ е ~ * 2,2сІх, яку називають функцією Лапласа, існук

о
спеціальні таблиці. Останні інтеграли мають широкі застосування 
теорії ймовірностей та математичній статистиці.

л/2п. Цей інтеграл має спеціальи
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Рис. 1.115
Запитання для самоконтролю

Як з використанням послуг програми GRANI можна знайти наближене значення визначено­

го інтеграла виду j/(x)<& ;

Яке значення за послугою «Інтеграл» програми GRANI буде обчислено, якщо у вікні 
"Вибір» підкреслено позначення кількох функцій?

Л
Чи обов'язково будувати графік функції у  =Дх)  перед тим. як обчислювати | / (х)сіх з ви-

а

користанням послуги «Інтеграл»?
Які графічні побудови додатково виконуються за програмою GRAN1, якщо перед звернен­
ням до послуги «Інтеграл» побудовано графік функції у  =уїл)?

Вправи для самостійного виконання
1 користавшись послугою «Інтеграл» програми О НА N1. обчислити визначені інтеграли:

л/2 ->
мі J xdx\ б) |д г2dx\ в) J*cos(jc)c6c; г) J

л/2

СІХ.

-iVl + .v+ ДГ
д) J lo g 2 v x V 7 + x + 3 dx\

В )  J (2 + cos(x2 ) + log2 (2 |x| +  |sin(x)| + 3))dx.
■ 'ï

Ґ Обчислити площу, обмежену лініями:

?•) v •= х2, у  = х/2+5; б)у  = 1 - х , у  = 0; в) у -  — , у  = 5-х ;х
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; д) у  = 2 +  sin(.v“), у  = 5 -  х .'j/w |
100 /

§15. Обчислення площ довільних фігур
Для обчислення площ довільних областей як однозв’язних, так і 

неоднозв’язних, обмежених лініями з будь-яким типом задания відпо­
відних функціональних залежностей, зручно використовувати послугу 
«Площа за точками» пункту «Інтеграли».

Підпункт «Площа за точками» пункту «Інтеграли» призначено для 
обчислення подвійного інтеграла JJ G(x,y)dxdy по деякій області (А

Q
Якщо при цьому G(x,y) = І, то значення інтеграла чисельно дорівнюй 
ватиме площі області Q. Якщо G(x, у) * І, то значення інтеграла дава* І 
тиме об’єм, обмежений поверхнею z = 0, циліндричною поверхнею іі 
твірною, паралельною осі Oz та направляючою лінією вздовж межі Q,І 
і поверхнею z = G(x, у).

Щоб вказати деяку область Q, її слід обмежити прямокутником,! 
який встановлюється цілком аналогічно до того, як це робиться при 
використанні послуги «Збільшити» пункту «Графік». При цьому мно«| 
жина точок всередині прямокутника може виявитись поділеною на 
кілька частин лініями, що є зображеннями осей координат, сторін вка*| 
заного прямокутника, графіків функцій тощо. Спосіб задания функцій І 
при цьому несуттєвий.

Після встановлення вказаного прямокутника в його верхньому лі»| 
вому куті з’являється курсор (у вигляді маленької стрілочки). Цей І 
курсор (або курсор «мишки») необхідно перевести у внутрішню точку! 
області, яка аналізується, і натиснути клавішу Enter (чи ліву клавішу! 
«мишки»). При цьому вибрана область зафарбовується в білий колір,1 
Якщо область складається з кількох частин, тр вказаним чином слів 
відмітити кожну з них. Далі слід вивести курсор за межі прямокутне 
ка і натиснути клавішу Enter або клавішу Esc, після чого у вікні 
«Графік» з’являється панель калькулятора, напис «Введіть вираз» тА 
G(x, у) = 1 на початку рядка введення, причому курсор встановлено Я  
першій позиції, з якої розпочнеться введення символів виразу. ВиЛ 
дення виразу здійснюється за тими ж правилами, що і раніше (з кланів 
атури чи з панелі калькулятора з використанням «мишки» чи клавіЯ 
тури). Якщо ніякий вираз не вказується і одразу натискується клавішА 
Enter (чи ліва клавіша «мишки»), G(x,y) покладається рівним 1 npfl 
будь яких х і у.

г) у  = log2 (х), у  = ДГ-7+— sin
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Рис. 1.116
Після того, як G(x,y) введено (G(x, у) = 1 чи G(x, у) * 1), обчислює- 

Н*і'я j j  G(x ,y)dxdy, значення якого подається у додатковому вікні з
І  <?

'ііімисом «Площа», що з’являється на полі вікна «Функція».
При необхідності обчислити суму площ кількох областей чи суму 

Црегралів від G(x,y) по кількох областях, що входять в один і той са­
мий прямокутник, їх необхідно відмітити, встановивши по черзі кур- 
н|> в кожну з них і натиснувши клавішу Enter (чи ліву клавішу 
■мишки»). Якщо область всередині прямокутника не поділено деяки­
ми пініями на деякі підобласті, то обчислюватиметься площа прямо­
т і  ника при G(x,y)= 1 або об’єм над прямокутником під поверхнею 
|V (/(.V, у), тобто об’єм, обмежений поверхнею z = G(x, у) та площи- 
чйми г = 0, х = а, х = Ь, у  = с, у  = d, де а, b та є, d відповідно нижні і 
Кірхні межі змінних х та у  у вказаному прямокутнику.

і

Приклади
і ,  Обчислити площу, обмежену лініями, рівняння яких:
і X 1 1■ » --2 , 0 = 9 - х  - у ,  г = 58Іп(5Д відмічену на рис. 1.116.

•  Побудувавши графіки вказаних ліній, звернемось до послуги 
Площа за точками» пункту «Інтеграли», встановимо курсор в кінцях 

РИ опалі прямокутника так, щоб цей прямокутник повністю охоплю-
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вав область, площа якої визначається (див. рис. 1.116). Після того, як 
обидва кінці діагоналі прямокутника будуть зафіксовані, всі лінії все­
редині прямокутника перефарбовуються в сірий колір.

Відмітивши всі потрібні підобласті в прямокутнику слід натиснути 
клавішу Esc або вивести курсор за межі прямокутника і натиснути 
клавішу Enter. Далі з’явиться панель калькулятора з написом 
G(x, у) = 1 на початку рядка введення і запрошенням «Введіть вираз» 
над ним. Оскільки обчислюється площа деякої підобласті вказаного 
прямокутника, досить натиснути клавішу Enter, залишивши вираз 
G{x, у) = 1 без змін (рівним 1 при будь-яких х, у). В результаті отри 
маємо S « 1.7 (див. рис. 1.116).

2. Обчислити площу, обмежену лінією, що в полярних координатах 
описується рівнянням г = 4sin(7/) (семипелюсткова троянда).

Побудувавши графік лінії r = 4sin(7/) та скориставшись послугою 
«Площа за точками», доберемо прямокутник так, щоб в ньому повніє 
тю вміщався побудований графік, після чого по черзі відмітимо всі 
пелюстки троянди (встановивши і зафіксувавши курсор в кожній 'і 
них). Вивівши за межі прямокутника і зафіксувавши курсор, введемо 
вираз G(x,y), рівний 1 (для чого досить натиснути клавішу Enter). И 
результаті обчислень знаходимо S » 12.5 (рис. 1.117).

3. Обчислити площу, обмежену лініями, що в полярних координа­
тах описуються рівняннями: г = 5 + sin(9/), г = 5, г = 3 + cos(sin(9/))j 
(рис. 1.118).

Побудувавши графіки вказаних ліній та скориставшись послугою 
«Площа за точками», заключимо у відповідний прямокутник області., 
площа якої визначається, і відмітимо по черзі частини вказаної облає 
ті, що розташовуються у різних координатних чвертях. Вивівши і 
межі прямокутника і зафіксувавши курсор, вказавши далі G(x,y)~ 
одержимо S « 24.9 (див. рис. 1.118).

4. Обчислити площу, обмежену лініями у = І х' З І, у = 0, X = - І  
х = 3. Побудувавши графік лінії у  = | х2 -  У\ і скориставшись послугоїс 
«Площа за точками», встановимо прямокутник так, щоб абсциси х тік 
чок на лівій його стороні дорівнювали а = -3, а на правій Ь = 3, відмі 
тимо всередині прямокутника підобласті, які входять до області, пло- 
ща якої визначається (рис. 1.119). Вивівши за межі прямокутника 
зафіксувавши курсор, та поклавши G(x,y)= 1, одержимо S& 14 (ди 
рис. 1.119).

h
Оскільки в геометричній інтерпретації інтеграл ^\f(x)\dx  є площ

а
фігури, обмеженої лініями, що описуються рівняннями у  = |/л )  
у  = 0, х = а, х - b ,  щойно розглянуту задачу можна було б розв’язат 
з використанням послуги «Інтеграл» пункту «Операції», обчислюю^
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j \ x 2 -3 \d x ,  чи з використанням послуги «Площа», вказавши

Мх) = \х2 -  з І, Мх)  = 0.
Слід зауважити, що використання послуги «Площа за точками» для І 

обчислення визначених інтегралів чи площ фігур, обмежених деякими 
лініями, часто виявляється зручнішим, ніж використання послуг 
«Інтеграл» та «Площа», оскільки при використанні послуги «Площа за 
точками» відпадає потреба визначати координати точок перетину ліф 
ній (і запам'ятовувати їх), встановлювати межі інтегрування тощо.

5. Визначити площу найбільшої однозв’язної області, обмежено|| 
лініями, що описуються рівняннями

1 X2 1у  = ^ 2(;с + 3.7) + —зіп(2х2) + 2, у  — —  + — С08(5*) +1.

Побудувавши графіки вказаних ліній та скориставшись послугои 
«Площа за точками», заключимо у відповідний прямокутник област 
площа якої визначається, встановимо курсор всередині вказаної обла  ̂
сті (лівіше і правіше осі Оу) і зафіксуємо його, відмітивши таким чи 
ном цю область. Далі виведемо курсор за межі прямокутника і зафін 
суємо його, після чого введемо вираз С(х, у) = 1 (як і раніше). В 
зультаті отримаємо б1« 13.3 (див. рис. 1.113).

124



Рис. 1.121
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6. Обчислити визначений інтеграл |(зіп(;с2) + \Х)сЬс.
-з

Побудувавши графік функції _у = зіп(дг)+1.1 (рис.1.120), та 
звернувшись до послуги «Площа за точками», встановимо прямокут­
ник так, щоб абсциси х точок на лівій його стороні мали значення 
а = -3, на правій А = 3, графік функції для значень х із проміжку [а, А| 
цілком знаходився всередині прямокутника, а одна із вершин була 
нижче осі Ох (див. рис. 1.120). Встановивши далі курсор всередині 
прямокутника нижче графіка функції ^  =  б іп ( л:2)  +1.1 і вище осі Ох, 
відмітимо обидві частини розглядуваної області (лівіше і правіше осі 
Оу), після чого виведемо курсор за межі прямокутника і знову зафік­
суємо його. Вказавши далі й(х,у ) рівним 1, одержимо б” «8.26 (дин, 
рис. 1.120).

А
Слід зауважити, що для обчислення | / (х)сіх для функції/*), яка

а
змінює знак на проміжку [а, А], використання послуги «Інтеграл» ви­
являється зручнішим, оскільки при використанні послуги «Площа зі 
точками» в розглядуваному випадку довелося б окремо визначати 
площі областей, обмежених графіками ліній у= Л х ) та у  = 0 в межах 
від * = а до * = А, що розташовані нижче осі Ох, та окремо тих, що 
розташовані вище осі Ох, після чого знаходити їх суму, беручи площі 
областей, розташованих нижче осі Ох із знаком мінус. Крім того при

використанні послуги «Інтеграл» для обчислення інтеграла |/(* )(Л

побудова графіка функції у  = /* )  не є обов’язковою.
7. Задано вершини п’ятикутника А( 1,3), 5(2,6), С(4,4), 0(7,7 

Е(5, 0). Знайти його площу.“'і 7• ^чигіїїі rlvJ
Введемо п’ять таблично заданих функцій

1) Х і і 2 2) « 2 4 3) х, І 4 7

Уі 3 6 ’ І П 6 4 ’ Уі 1 4 7 ’
4) Х і 7 5 5) X , 5 1

Уі 7 •0 Уі 0 3
і знайдемо поліноми 1-го степеня, що проходять через вказані 5 па 
точок. Побудувавши графіки знайдених поліномів і скориставшис 
послугою «Площа за точками», одержимо 5і» 18.2 (рис. 1.121). 

Запитання для самоконтролю
1. Як підмітити область, площа якої обчислюється з використанням послуги «Площа за точк 

ми»?
2. Площу якої області буде обчислено за послугою «Площа за точками», якщо всередині гір 

мокутника немає жодної лінії, що ділить його на частини?
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І Що буде обчислено, якщо у відповідності до запитів послуги «Площа за точками» ввести 
вираз й(х,у), що не дорівнює 1 при всіх х і у?

І Як вказати частини прямокутника, сумарну площу яких потрібно визначити?
5, Як вказати, що всі частини прямокутника, сумарну площу яких потрібно визначити, вже 
І  відмічено?

ь
Як з використанням послуги «Площа за точками» обчислити визначений інтеграл |  / ( х)сіх,

а

І якщо функція змінює знак на проміжку [о, 6]?
У Якого типу задания мають бути функціональні залежності, що описують лінії, якими обме- 
В  жується область, площу якої погрібно визначити?
І, Чи потрібно для встановлення прямокутника, що обмежує обласгь, площа якої обчислюєть- 
■ ся, визначати найбільші і найменші значення абсцис х і ординату' точок у вказаній області?
9 В яких випадках використання послуги «Площа за точками» зручніше, ніж використання 
В  послуги «Площа»?
|0  Чи завжди, коли застосовна послуга «Площа за точками», можна скористатися і послугами 
І  «Площа» та «Інтеграл»?

Вправи для самостійного виконання
Скориставшись послугою «Площа за точками», обчислити площі вказаних областей:

|, Область над прямою х + у  = 3 і всередині кола радіуса 4 з центром в початку координат.
І, Трикутник, обмежений прямими х + 2у — 4. 2х + у  -  4, х + у = 7.
), Сектор, що лежить всередині кола, рівняння якого в полярних координатах г = п,. обмеже­

ний променями, рівняння я к и х /= /ц  / - / і ,  якщо:
І  в ) г о =  5 ,  / і  = 0 ,  / г =  1 . 5 7 ;  б ) г0 =  5 ,  / і  = 0 ,  / і  =  1 ;  в ) г 0 =  5 ,  / і  =  1 , / г  =  2 .

4 , Сегмент, що лежить всередині кола г  = 5 правіше від прямої г  = — - — , <<р< — 1
«»((р) \  2 2 )

І  Область всередині кола г = 4 поза областю, обмеженою лінією г  =  5зіп(5/).
Н О бласть між лініями
Н  Г с ЗзІП(СОЧ(5ІП(5_/))), Г  = 5С05(С05(С05(ЗУ))).
И  Область, обмежена лінією
І  є «  5со.5(со4 с0.ї (со.ї (соі(соз(со.Чсоі(со.5(с с і(А/)))))))))) (для значень к = 0, 1. 2......50).
І, Область, обмежена лінією

г •  всоі(2соі(2сох(2с0і(с0і(с05(с0т(с0т(с05(с0і(А/)))))))))) (для значень к = 0, 1, 2......40).
В  Знайти площі многокутників, заданих координатами їх вершин:
І  ІМ (1 , І .5 ) ,5 (7 ,4 .3 ) ,С (5 .-1 );  
і  2М (1 ,3 ),Д (5 , 0),С (4 , 5 ) ,Д 2 ,9 ) ;
і  3)/1(2,2), В(3 ,9 ) , С(4, 6), 0(5, 7), £ ( 6 ,3), Л 4 , 0), 0 (3 , -2 ) , Я ( - 1, -1 ).

§16. Обчислення довжини дуги кривої

І  Довжина дуги деякої кривої в межах від точки А(х\,у\) до точки
В

В ] , у2) може бути обчислена за формулою І  = |  ^сіх2 + сіу2.
А
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Якщо при цьому крива описується рівнянням виду у  =,/(х) І 
(причому ух =Лх\),у2 =.Дт2)), тоді формула набуває вигляду

L = \ ^ \  + { f '{ x ) )2dx.

Якщо крива описується залежністю між змінними х і у, поданою и 
параметричній формі х = ф(ї), У = ф(0> тоді

L = \J(<p'(t))2+(<$>'

Приклади
1. Обчислити довжину дуги параболи у - х 2 від точки (0, 0) до том-1 

ки (3, 9).
В даному прикладі задача зводиться до обчислення інтеграла

j  -у/ 1 + (2 х ) 2 dx.

Скориставшись послугою «Інтеграл», одержимо
З _____
j  V\ + 4х2 dx » 9.77.
0

2. Обчислити довжину дуги циклоїди:
x(t) = 2 (t -  sin(/)), >'(/) = 2 ( 1  -  cos(0 ) 

в межах зміни параметра t від 0  до 2 л.
В даному разі довжина дуги може бути обчислена за формулою

L = )  V№ ) 2 + (dx)2 = } y j(x \t))2 + { y \ t ) f d t .
і,

Для конкретних даних розглядуваного прикладу одержується
2 тс ______________________

L = j  V(2(l- cos(O) ) 2 + (2 sin (t))2dt.
0

Скориставшись послугою «Інтеграл», одержимо L « 16.0.
Програмою GRAN1 передбачено спеціальну послугу «Довжина , 

ги» (в пункті «Інтеграли»), звернення до якої дає можливість визначй) 
ти довжину дуги між двома вказаними точками.

При цьому відповідна функціональна залежність може бути задані 
явно (тип у(х))т параметрично (тип х(і), y(t)), в полярних координат)^ 
(тип r(F)), у вигляді полінома, що наближає таблично задану функг 
(тип Poly).

З використанням послуги «Довжина дуги» для довжини дуги пар 
боли в межах від х = 0 до х = 3 одержуємо L « 9.75 (рис. 1.122).
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Рис. 1.122

Рис. 1.123
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Для ДОВЖИНИ дуги ЦИКЛОЇДИ X = 2(1 -  ЯІП(/)), У  = 2(1 -  СОЯ(/)), коли 
параметр І змінюється в межах від ї = 0 до ї = 2к, одержуємо І » 16.0 
(рис. 1.123).

Запитання для самоконтролю
1. Як з використанням послуги «Інтеграл» обчислити довжину дуги лінії, рівняння якої у  = /іх), І

в межах від точки (а,_/[а)) до точки (Ь,УЬ))1
2. Як з використанням послуги «Інтеграл» обчислити довжину дуги лінії, заданої рівняннями

х = ф(0 , у  =  ф(<), в межах від точки (ф(ц), ф(ц)) до точки (фЦг), фЦг))?

Вправи для самостійного виконання
Обчислити довжину дуги лінії в заданих межах:

1. у  = со5(т) при зміні х  в ід -л /2  до я/2. 4. у  -  1/дг при зміні х від 1/4 до 4.
2. у  — Іо^(х) при зміні х від 1/4 до 8. 5 . у  = х при зміні х від 0 до 1.
3. у  = 2 при зміні х від -2  ДО 3. 6. у  = 5ІП(ДГ2) при зміні х від 0 до 1.

§ 1 7 . О б ч и с л е н н я  о б ’єм ів
т а  п л о щ  п о в е р х о н ь  т іл  о б е р т а н н я

Для обчислення об’єму тіла, обмеженого поверхнею, що утворює-1 
ться обертанням лінії, описуваної рівнянням виду у = Дт), навколо осі 
Ох (чи осі Оу), та площинами х = а, х = Ь (чи у = с , у  = сі), а також 
об’єму тіла обертання, обмеженого двома поверхнями, що утворюю* І 
ться обертанням двох ліній, описуваних рівняннями виду у = ] і(х), І 
у =/2(х), та площинами х = а, х = Ь (чи у  = с, у  = сі), призначено послу­
ги «У2, вісь ОХ», «У2, вісь ОУ», «Об’єм, вісь ОХ», «Об’єм, вісь ОУ» 
пункту «Інтеграли».

Підпункт «У2, вісь ОХ» пункту «Інтеграли» призначено для обчис-: 
лення об’єму, обмеженого поверхнями, що утворюються обертанням 
навколо осі Ох графіків двох функцій, заданих у вигляді у  =_/(*), та 
прямими х = а, х = Ь. Позначення функцій у вікні «Вибір» при цьому 
мають бути підкресленими (рис 1.124).

Підпункт «У2, вісь ОУ» пункту «Інтеграли» призначено для обчис­
лення об’єму, обмеженого поверхнями, що утворюються обертанням 
навколо осі Оу графіків двох функцій, заданих у вигляді у  =_Дт), та 
прямими х = а та х = Ь. Позначення функцій у вікні «Вибір» при цьому 
мають бути підкресленими (рис 1.125).

Підпункт «Об’єм, вісь ОХ» пункту «Інтеграли» призначено для об­
числення об’єму, обмеженого поверхнями, що утворюються обертам 
ням навколо осі Ох графіка функції, подання якої має вигляд у =Лх), 
та прямих х = а, х = Ь. Позначення функції у вікні «Вибір» при цьому 
має бути підкресленим (рис. 1.126).

Якщо підкреслено позначення кількох функцій, то всі так знайдсмі 
об’єми тіл обертання підсумовуються. При цьому значення функції 
обчислюються лише в межах відрізка її визначення. Це дає мож*
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Рис. 1.124
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іивість обчислювати об’єми тіл, що утворюються обертанням навколо 
осі Ох графіка функції, заданої різними виразами виду у  =J(x) на су­
міжних відрізках.

Підпункт «Об’єм, вісь OY» пункту «Інтеграли» призначено для об­
числення об’єму, обмеженого поверхнями, що утворюються обертан­
ням навколо осі Оу графіка функції у  =.Дх), та прямих х = а, х = Ь, 
V — 0 (рис. 1.127).

Зауважимо, що об’єм тіла, обмеженого поверхнею, що утворюється 
обертанням лінії, описуваної рівнянням виду у  = fix), навколо осі Ох, і 
пнощинами х = а, х = Ь, можна обчислити також, скориставшись по­
слугою «Інтеграл» для обчислення визначеного інтеграла виду

і Л
I  ny2dx = 1 7 с ( / (x ) ) 2 dx,
а а

и|ачення якого і буде значенням шуканого об’єму.
Аналогічно, об’єм тіла, обмеженого поверхнею, що утворюється 

Обертанням лінії, описуваної рівнянням виду у  = fix), навколо осі Оу, і 
площинами у = с, y  = d  можна обчислити, скориставшись послугою

j
•Інтеграл» для обчислення визначеного інтеграла j n x 2dy =

с
h J

* J tt f ' ( x ) x 2d x , де а і Ь такі, що J[a) = с, J{b) = d, або J Tt(g(y) ) 2 dy,
II с

/іг к(у) -  функція, обернена доДх).
Об’єм тіла, що утворюється обертанням навколо осі Оу фігури, об­

меженої лініями у =fix), х = а, х = Ь, у  = 0  (приДх) > 0 ) можна обчис-
ь

їм ги за формулою J 2 та/ ( x)dx.
а

І Ілоща поверхні, що утворюється обертанням навколо осі Ох кри- 
вш у =fix) в межах від точки (а,/{а)) до (b,fib)), обчислюється за 
формулою

5 = J 2n f(x )J \  + ( fX x ) ) 2dx.
а

Якщо крива описується рівняннями виду х -  ср(/), у  = ф(/), тоді за
*2 -----------------------

формулою S = J2ттф(/,)л/(ср,(/))2 +(ф'{t))2dt.
і,

Приклади
І Обчислити об’єм тіла, що обмежений поверхнею, утвореною 

■'м рганням кривої у  ~ х/3 + cos(2x) + 3 навколо осі Ох, в межах від 
^ р -3 .1 4  дох2 = 3.14.
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Об'єкт Графік Операції Інтеграли Опції

У<Х> rCF'j у<Т> Star Poly Q(

Функція
V<x)=x/3+cos<2*x>+3

В a=-3.14 
fc>=3.14

« 0=195.269559348

Статус

Натмсн іть Enter або Esc

Масштаб користувача

Р и с . 1 .1 2 8

Внб ір
HI Х2 ХЗ

УОО г< Г ) у< Т ) S t a t  P o ly  G < х ,у

Фу НКЦ ія 

V(x) = loo2Cx+3.7) + 1/3*ч in 1 
<2*х~2 > +2 

V<к )= х л 2 / 4 + 1 / 4 # с о 5 <5*х >♦

а=-2.29 
Ь=3.74

U=230.56547626

Масштаб =Користувача

Р и с . 1.129
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[ М  ' « к т  Г р а ф і к  О п є р а ц і і  І н т е г р а л и  О п ц і ї

Виб і р«і на «з хі
:;g<X> r(F) у<Т> Stat Poly G<x,y

а т  . ............ І н ш е .....................  t і ;

Функція

V(x)=6-abs<2*xі

а=0

ta=3
U =56.5486677*65

Статас

Натисніть Enter або Esc

Масштаб гКоркставача

Рис. 1.130

Рис. 1.131
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Об'єкт_______Гра»ік_______Операції Xнтегра/іи Опції

Ви б ірXI ха хз х а

;у<Х) r<F) у<Т) Stat Poly GCx,g

Ф у н к ц ія

Y(x)=sqrt<1-хл2>+2 

V<x>=-scirt <1-хл2)+2

Ь = 1
0=39.475565298

С т а т а с

Н а т и с н і т ь  E n t e r -  а б о  E s c

М а с ш т а б  ̂ К о р и с т у в а ч а
М i n Y = - 4 i -  Н а х Х = 4 » »

Рис. 1.132
Побудувавши графік заданої функції, звернемось до послуги 

«Об’єм, вісь ОХ», вказавши задані межі інтегрування а = -З.МІ 
й = 3.14. В результаті одержимо V * 195.3 (рис. 1.128).

2. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оі 
плоскої фігури, обмеженої кривими

1 X і  1у  = 1с^2(дс + 3.7) + -8Іп(2х2 ) + 2, у  = —  + — соз(5х) + 1,

в межах від х -  -2.29 до х -  3.74. ^
Побудуємо спочатку графіки вказаних функцій (див. рис. 1.113 

Скориставшись послугою «У2, вісь ОХ» і вказавши задані межі інтоГ 
рування а = —2.29, Ь = 3.74, одержимо V« 238.6 (рис. 1.129).

3. Обчислити об’єм конуса, утвореного обертанням навколо осі ( 
фігури, обмеженої лініями х = 0,у = 0,у = 6 -  2 аЬз(а).

Побудуємо графік функції у = 6 -  2аЬ$(х). Скориставшись посД 
гою «Об’єм, вісь ОУ» і вказавши межі інтегрування а = О, Ь = 3, одоя 
жимо V»  56.55 (рис. 1.130). ■

4. Обчислити об’єм кулі, утвореної обертанням півкруга радіуса 21 
центром в початку координат навколо осі Ох.

Побудуємо графік півкола у — V4 - х 2, що обмежує вказаний пі|| 
круг. Скориставшись послугою «Об’єм, вісь ОХ» і вказавши межі ія 
тегрування а = -2, Ь = 2, одержимо V» 33.51 (рис. 1.131).
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Зокрема, якщо цей же об'єм обчислювати за формулою V -  4/Зл/?’ 
при R = 2, одержимо V = 4/3л23 = 33.51.

5. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням круга радіуса 1 з 
центром у точці (0, 2) навколо осі Ох.

Побудувавши графіки функцій
y = 2 + J \ - x 2 , y = 2 - V l - * 2,

іиернемось до послуги «V2, вісь ОХ» і вкажемо межі інтегрування -1 
ні І. В результаті одержимо шуканий об’єм V» 39.48 (рис. 1.132).

Запитання для самоконтролю
І, Чи обов’язково будувати графіки заданих функцій при використанні послуг «Об’єм, вісь 
її ОХ», «Об’єм, вісь OY», «V2, вісь ОХ», «V2, вісь 0Y »?

> Як можна обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнею, що утворюється обертанням нав- 
■I коло осі Ох кривої у  -fix)  та прямих х = а, х = Ь, у  = 0, скориставшись послугою «Інтеграл»? 

Об’єм, обмежений поверхнями обертання навколо осі Ох кривих у  = /i(x ) , y=fi(x)  і прямих 
х = а, х=Ь1
Як обчислити площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох кривої у  -  fix) в межах 
від х =  а до х =  і?

Якою повинна бути крива у  =fix) для того, щоб можна було правильно обчислити об’єм 
тіла, обмеженого поверхнею, утвореною обертанням навколо осі Оу кривої у  = fix) в межах 
тау = с д.о у  = d?
Як обчислити об'єм тіла, обмеженого обертанням навколо осі Ох (чи осі Оу) кривої, заданої 
параметрично рівняннями х =  ер(І),у =  ф(Г)?

Як обчислити площу поверхні, що утворюється обертанням навколо осі Ох (чи осі Оу) кри­
вої, заданої параметрично рівняннями х  =  ф(г), у  = ф(/)?

Вправи для самостійного виконання
числити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох прямокутника \(х,у)~. 

х є  [а, Ь], у  є  [с, є/]}, (при a < b , 0 < c < d i  конкретних a. b, с. d).
ічислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох відрізка прямої у  -  2 для х в 

іежач від -3  до 3.

ічислити площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох кола радіуса 2 з центром в 
ТОЧЦІ (0, 3).
П ити об’єм зрізаного конуса, утворюваного обертанням навколо осі Оу трапеції, обмеже­

ної лініями х = 0, у  = 0, у  = 3, у  =  4 -  2дг.

Інайти о б ’єм тіла, обмеженого поверхнями, що утворюються обертанням навколо осі Оу 
іивоїу =  2х та прямиху = 0.5, у  =  4.

II Інайти о б ’ єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оу фігури, обмеженої лініями 
ї  у = 4 - | х - 4 | ,  х = 3, х = 5, у  =  0.

І  Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі О}' фігури, обмеженої лініями 
y - 6 - x ,  у  =  х  + 5, дг=1, х — 2. Знайти також площу повної поверхні цього тіла.

^  Знайти площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Ох кривої у  =  2 +  cos(sin(9x)) в 
:ах від х = - 4  до х = +4.I ...
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І

§18. Елементи статистичного аналізу 
експериментальних даних. Основні поняття

Нехай в результаті спостережень за деяким процесом чи явищем, 
які при протребі можуть бути повторені досить велику кількість разім, І 
отримано певний набір значень деякої характеристики цього процесу І 
чи явища: Х\, х2, ... х„. Надалі досліджувані величини (характеристики) І 
позначатимемо великими літерами X., У, 2  тощо. Спостережені знм І 
чення величини X називатимуться варіантами.

Набір спостережених значень називають статистичною вибіркою її 1 
множини можливих значень досліджуваної характеристики. Множину І 
всіх можливих значень досліджуваної величини називають генералЛ 
ною сукупністю значень. Точна закономірність, яку задовольняє доЛ 
сліджувана характеристика, невідома, тому неможливо передбачиш, 
які саме її значення буде спостережено в той чи інішуй момент. Цм І 
закономірність принаймні наближено і необхідно встановити за рм 
зультатами аналізу набору спостережених значень.

Наприклад, неможливо наперед точно встановити, який саме урсчі 
жай певної культури буде отримано, якщо внести ту чи іншу кількіся 
добрив на 1 гектар землі, оскільки неможливо точно передбачити І 
врахувати вплив всіх факторів, від яких залежить урожай -  вологістьІІ 
температура повітря і грунту, сусідство з іншими культурами, наяім 
ність корисних комах і шкідників і т.д.

Можна навести й інші приклади процесів і явищ, значення окремий 
характеристик яких є непередбачуваними в наперед вказані момент 
спостережень.

Зауважимо однак, що якщо проведено досить багато спостережень,! 
то на їх підставі з великою мірою впевненості можна говорити пр<1. 
деякі межі, в яких слід очікувати значення спостережуваної характії 
ристики.

Не виключено, що серед значень Х\, х2, ..., х„ окремі повторюються 
по кілька разів. В такому разі зручно набір спостережених значені 
подати у вигляді таблиці

Хі | | х2 | .,•• | хк
т, | тК | т2 | .,.. | тк

де Хі — одна з варіант, що зустрічається в наборі т ь х2, ..., х„, ті -  кілм 
кість однакових значень х, в наборі.

Число Ші називають частотою значення х,. Як правило, значення V« 
х2, ...,Хк розташовують в порядку їх зростання, що надалі завжди прі 
пускається. При цьому х. = тіп (х ,) = х , , х к = тах(х ,) = хтах.

\йійп !</<//

138



Рис. 1.133
Так побудовану таблицю називають рядом розподілу частот по 

множині спостережених значень досліджуваної величини.
Часто зручніше замість частоти т, значення х, розглядати його від- 

. ті
йосну частоту ті = — .

п
Хі Хі х2 хк
ті ГП\ т2 пік

Гаку таблицю називають рядом розподілу відносних частот по 
множині спостережених значень досліджуваної величини. Очевидно, 
< ума відносних частот завжди дорівнює 1 .
І # у} і
І  Якщо на площині хОу нанести точки з координатами (х„ — ) і по- 

I п
• їм з’єднати їх ламаною лінією, то утвориться так званий полігон від­
носних частот появи значень х, (рис. 1.133). При великій кількості не­
однакових значень хи х2, ..., хк, досить густо розсіяних між наймен­
шим і найбільшим значеннями хх та хк, зберігання кожного окремого 
нш'кння втрачає смисл. В такому разі зручно проміжок [дсь хк] поді- 
ІИти на деяке число інтервалів [о0, а\[, [аь а2[, ..., [а„,_ь ат[ однакової

§»жини, так, що а0 < хтіп, ан > хтах, а,. = ам +И = а,_, + йт а° ,
т
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Рис. 1.135
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І дещо узагальнити результати спостережень, подавши їх у вигляді 
інблиці

[<*і- і, а,[ [а0, ах[ [аи а2[ . . . [^/7ї-Ь &Пі[.

Р і Р \ Р г . . . Рт
де р, -  відносна частота попадання значень спостережуваної величи­
ни в інтервал [ац , 4 )  тобто кількість значень серед х \ ,х 2, ..., хп, які 
заходяться в межах між д,_і та а„ поділена на загальну кількість п 
ніачень х,. На практиці, якщо якесь із значень / разів попадає на межу 
їїі (і Ф 0 , і Ф я), вважають, що таке значення / / 2  разів попадає в промі­
жок [а,_і, а,[ і / / 2  разів -  в проміжок [а,, аі+х[.
І Таку таблицю називають інтервальним розподілом відносних час­
т і- появи спостережуваних значень досліджуваної величини.
, Якщо тепер на площині хОу побудувати графік кусково-сталої 
функції, яка дорівнює нулеві за межами проміжку [а0, ат[ і

Р, =■ Рі на проміжку [о/_і, а,[, де И = • —---- 0 то одержиться
її а, -  а,., т
пік звана гістограма інтервального розподілу відносних частот спо- 
зережених значень досліджуваної величини (рис. 1.134).

/»
в Оскільки =  1, то площа під гістограмою дорівнює 1, як сума

/=1

£» РіГ Чплощ виду -7 - (о, -  о,., ) = р, ■ 
п

Іноді буває зручно розподіл відносних частот появи спостережува­
них значень описувати за допомогою так званої функції розподілу 
ІІдносних частот: Р ‘(х) = Р* (X  < х), де х довільне значення із про- 
міжка ] - о о ,  оо [, р‘-  відносна частота попадання значень досліджува­
ної величини X лівіше значення х, тобто на проміжок ] - о о ,  х[.

Якщо крок А = Хтях Х™п досить малий, то наближено можна по-
777

класти
о, якщо X < хтіп

к=і
якщо аг,, < х< а

и ЯКЩ0  ттах < т,

К  (*) =

ииажаючи, що на проміжку ]а,_ь а] функція Р,'(х) набуває одного і
і

он о ж значення р ‘ (рис. 1.135).
*=і
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Однією з найважливіших числових характеристик набору спосте­
режуваних значень є їхнє середнє арифметичне

м : [ х ] = ^ Хі= ^ ХіР;.

Це середнє арифметичне буде ближчим до значень, які зустрічаю­
ться частіше, ніж до значень, які зустрічаються рідко. Тому число 
М*п\ Х ] є значенням, близько до якого в першу чергу слід сподіватися 
отримати більшість значень в майбутніх спостереженнях, і є своєрід­
ним центром розсіювання частот спостережуваних значень досліджу­
ваної величини.

Крім центру розсіювання важливими характеристиками множини 
спостережених значень є також значення, які певним чином опису кит 
величину розсіювання частот, тобто наскільки далеко можуть бути 
віддалені (в переважній більшості випадків) значення досліджуваної і 
величини від центра розсіювання, в якому діапазоні (в переважній 
більшості випадків) вони можуть знаходитись тощо.

Однією з характеристик величини розсіювання частот є розмах 
значень вибірки хтах -  хтіп.

Проте більш суттєвою характеристикою розсіювання частот є та« 
зване середнє квадратичне відхилення спостережуваних значень до«| 
сліджуваної величини від значення М'\Х], тобто від центра розсію­
вання. Таке середнє квадратичне відхилення обчислюється за форму 
лою

(х, -  М ЦХ})2

Справа в тому, що найбільш суттєвими для визначення величини 
розсіювання частот значень досліджуваної величини (при досить пе* 
ликому числі спостережень) є ті значення, які у вибірці зустрічаються 
найбільш часто. Значення ж, частота появи яких у вибірці дуже маля, 
практично не впливають суттєво на характеристику розсіювання чай 
тот основної маси спостережених значень досліджуваної величини 
Тому характеристика хшах -  т1шп може виявитись дещо завищеною у 
порівнянні з більш суттєвою характеристикою о ',[ X] .

Нехай, наприклад, серед 10000 спостережених значень 1 раз чуі 
стрічається значення -1, 1 раз -  +1, 9998 разів -  0. Очевидно, то 
М"И[Х] -  0. Природно вважати, що розсіювання частот значень дослІІ

джуваної величини навколо центра розсіювання М'п[Х\ = 0 практиці 
но відсутнє:
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д а ] =лК-1 -о) —-— + (0-0)2 -^-^- + (1-0)2 — —̂ 
10000 10000 10000

= УІ0,0002 = 0.014 = 0,

хоч хшах -  х„иП = 1 -  (-1) = 2. В даному разі спостережені значення -1 і 
1 1  є несуттєвими і практично не впливають на характеристики основ­
ної маси спостережених значень.

Іноді середнє значення характеризують не середнім арифметичним, 
її середнім гармонічним:

1 _ 1

1  А  1 -  2 , 1 . '
- 2 , \ — р .п /=1 хі X,.

Така характеристика може бути зручнішою у випадку, наприклад, 
шізначення середньої швидкості руху деякого тіла вздовж прямої від 
ЮЧКИ X = 0 до точки X = п, якщо відомо, що першу одиницю шляху 
ТІЛО пройшло Із ШВИДКІСТЮ У\, другу -  із швидкістю У2, ..., «-ту -  із 
швидкістю У„. Тоді час, витрачений на першу одиницю шляху, буде

1, на другу — , 
'2

на «-ту 2 _

К '
Загальний час, витрачений на и

одиниць шляху, дорівнює — . Середня швидкість на всьому шляху
/=і Кі

Цовжиною « одиниць дорівнюватиме
« 1

7 , 7/=1 У „

1 /; 1
- у -
п Ь у„

і Якщо проміжки довжиною 1, які тіло проходить із швидкістю У\, 
іустрічаються тх разів, із швидкістю У2 -  т2 разів і т.д., із швидкістю 
Р* -  Шк разів, тоді середня швидкість дорівнюватиме

І
_/=1
к т,

І У .
У
к  К

_____ 1_
1 2 , т, 2 , /«, 1У  у  '" і
п ы \  У і  к  п у

Лц р, -  відносна частота, з якою зустрічаються проміжки, які тіло 
проходить із швидкістю У,.

При розгляді добутків значень хь х2, ..., х„ використовується сере- 
Щн геометричне значення у х Іх2 ...х„ . Очевидно, логарифм середньо­
го геометричного дорівнює середньому арифметичному логарифмів 
иш чень х і, х2, ...,х„:
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І-------------  1 г
1о8в (V *1 *2 • • • х„) = -  X  І0Єч (х, ).Пм

В конкретних ситуаціях можуть знадобитись і деякі інші характе­
ристики вибірки Хі,Х2, ...,  Х„.

Запитання для самоконтролю
1. Що називають генеральною сукупністю значень досліджуваної величини?
2. Що називають статистичною вибіркою?
3. Що називають варіантами?
4. Що називають частотою появи значення х, у вибірці ті, *2, .. . ,  т„?
5. Що називають відносною частотою появи значення х, у вибірці .ї ї , хг, ...,х„?

6. Яка характеристика значення х/ більш інформативна -  частота т, чи відносна частота —  ? Іп
2. Що називають рядом розподілу відносних частот по множині спостережених значень досли 

джуваної величини?
8. Що називають інтервальним розподілом відносних частот появи спостережених значенії 

досліджуваної величини?
Чому дорівнює сума відносних частот появи всіх спостережених значень досліджуваної ві 
личини?

10. Що називають полігоном частот?
1 1. Що називають гістограмою інтервального розподілу відносних частот появи спостережеш 

значень досліджуваної величини?
12. Чому дорівнює площа під гістограмою?
13. Що називають функцією розподілу відносних частот появи спостережених значень дослІІ 

джуваної величини?

*4. Якого найменшого значення може набувати функція /г„"(х)?

ІЗ. Якого найбільшого значення може набувати функція /%,*(х )?

1б. Чи може мати місце нерівність /г„*(х,) > Г'(х2), якщо хі < х-р.

12. Що характеризує середнє арифметичне М‘\ Х ]  спостережених значень дп. хі, ...,х„?

18. Чому точку з абсцисою х =  М'\Х]  називають центром розсіювання відносних частот іюяпн 

значень х, досліджуваної величини?
19. Чи може значення М‘„[Х) не співпадати з жодним із значень х,, що належать до вибірки?

2 0 . Які показники використовують, щоб охарактеризувати величину розсіювання відносниі 
частот появи спостережених значень досліджуваної величини?

2 1. Чому середнє квадратичне відхилення ст‘ [Х ] слід вважати більш коректною характеріїеіиі 
кою розсіювання відносних частот появи спостережених значень х\,хі, ...,х„ досліджував 

величини навколо центра розсіювання М'\  А'], ніж характеристика розсіювання дтач -  х,

Вправи для самостійного виконання
Виконати вправи 1-5, використовуючи при потребі для виконання обчислень посл 

«Калькулятор» пункту «Інше» чи інші послуги програми ОНАМІ.
X. Побудувати полігон відносних частот появи спостережених значень досліджуваної величі 

ни, якщо задано розподіл частот:

Х і -3 -2 -1 0 1 2 3

ГПі і 6 15 43 17 5 2
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2 . За даними вправи 1 побудувати гістограму інтервального розподілу відносних частот появи 
к  спостережених значень досліджуваної величини, якщо розглядаються інтервали [-3.5; -2 .5 [, 
І (-2.5; -1 .5 [, [-1 .5; -0 .5 [, [-0 .5; 0.5[, [0.5; 1.5[, [1.5; 2.5[, [2.5; 3.5[.

), За даними вправи 1 побудувати графік функції Р ’(х) розподілу відносних частот появи 

І  значень досліджуваної величини на проміжку [-5; 5[.

і За даними вправи 1 знайти М„[Х] -  середнє арифметичне спостережених значень дослі- 
джуваної величини.

Заданими вправи І знайти <т," [ А" | -  середнє квадратичне відхилення спостережених зна­

чень досліджуваної величини від їх середнього арифметичного М‘[Х].

§19. Введення експериментальних даних
Деякі елементи статистичного аналізу набору спостережених зна­

чень досліджуваної величини можна виконати з використанням по- 
ОЛуг програми GRAN1.

Проте перш ніж приступити до аналізу набору спостережених зна­
чень з використанням послуг програми GRAN1, ці дані необхідно вве­
ли з клавіатури чи з деякого файла на дискові до робочого файла 
програми.

Перед початком введення набору спостережених даних слід вста­
новити тип задания функціональної залежності «Стат.», для чого в 
пункті «Опції» головного меню слід звернутися до підпункту 
»встановити тип...», в якому в свою чергу звернутися до підпункту 
піп Стат. Alt-S». При цьому в рядку, що вказує на тип задания функ­

цій, під вікном «Вибір» помічається (затемнюється) поле Stat. Той же 
(Цчультат досягається, якщо одночасно натиснути клавішу Alt і клаві- 
Шу з літерою S, не звертаючись до підпунктів пункту «Опції», або ж, 
ІНІЦО використовується маніпулятор «мишка», встановити курсор 
мишки» на позначення Stat (під вікном «Вибір») і натиснути ліву 
і.иіішу «мишки».

Після того, як вказано тип Stat і вказівник у вікні «Вибір» встанов- 
....з на вільне місце (або на місце, на якому уже є позначення залеж­
ної и типу S), слід звернутися до пункту «Об’єкт» головного меню. 
ЦЬого разу в цьому пункті з’являються підпункти:

Нова вибірка F4
Змінити вибірку
К-ть відр. розб.
Завантажити F3
Зберегти F2
Переписати
Вилучити
Вибір

Підпункт «Нова вибірка» використовується, якщо на вільне місце, 
и мтвідне поміченому полю у вікні «Вибір», вводиться інформація,
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Рис. 1.136
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що стосується вибірки, яка раніше не вводилась. Якщо у вікні «Вибір» 
иіьних місць немає, операція «Нова вибірка» (як і розглянута раніше 
Нова функція») стає недоступною. Якщо вільні місця є, то при звер­
ненні до пункту «Нова вибірка» вказівник у вікні «Вибір» автоматич­
но встановлюється у найлівіше вільне поле, якщо таке поле не було 
щипано за допомогою послуги «Вибір».

При зверненні до послуги «Нова вибірка» у вікні «Графік» 
і'івляється додаткове вікно, у якому є 4 підпункти (рис. 1.136): 

Варіанти з клавіатури 
Частоти з клавіатури 
Відн. частоти з клавіатури 
Вибірка з файла

При зверненні до підпункту «Варіанти з клавіатури» у вікні 
Графік» з’являється нове додаткове вікно з написами 1:1, Ред, Ins 
рис. 1.137).

Цифри в лівому верхньому куті вказують на номер рядка і номер 
типчика, в якому знаходиться курсор. Тепер можна вводити дані з 
мніатури. Числа, що вводяться, відокремлюються одне від одного 

•имами або пропусками. При необхідності вилучити рядок, в якому 
мить курсор, слід одночасно натиснути клавішу Ctrl і клавішу з літе- 

рОЮ У (див. підказку у вікні «Статус» праворуч внизу).
Неправильно введені числа редагуються як звичайно -  з викорис- 

шііям клавіш Bs, Delete, Ins та клавіш управління курсором. Якщо 
•ідключити режим вставляння {Insert), для чого досить натиснути 
і тішу Ins, то цифри, що вводяться заново, будуть записуватись на 

непе раніше введених. При відключеному режимі вставляння напис 
<|fls» в правому верхньому куті додаткового вікна зникає. Щоб вклю- 
нп| режим вставляння, досить натиснути клавішу Ins ще раз. Дані, 
цв вводяться, з’являються у полі даних додаткового вікна «Ред.» 
м іагування). Максимальна довжина рядка у цьому вікні -  26 пози­

цій, максимальна кількість рядків -  1000, з них у вікні «Ред.» одноча- 
но можна спостерігати 1 0  рядків, що йдуть послідовно один за од­
ни,

Після закінчення введення даних слід натиснути клавішу F2 для 
Мереження введених даних і їхнього подальшого аналізу (при цьому 
І'ограма автоматично створює тимчасовий файл в активному катало-

про що користувач може і не знати).
Иикористання підпункту «Частоти з клавіатури» здійснюється ана- 

Фпчно до попереднього. Відмінність лише в тому, що числа розгля- 
ЙИОться попарно, перше з яких трактується як варіанта, друге -  як 
йдиовідна їй частота. Один і той самий набір чисел таким чином мо-

ірактуватися по-різному -  як набір окремих варіант або як набір 
«нлідовно записаних пар чисел, перше з яких трактується як варіан-
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та, а друге -  як відповідна їй частота. Загальна сума частот не повними 
перевищувати 1 0 0 0 , як і загальна кількість варіант.

Підпункт «Відносні частоти з клавіатури» використовується так 
само, як і підпункт «Частоти з клавіатури» -  введені числа розглядаю 
ться попарно, перше з яких трактується як варіанта, а друге -  як від 
повідна їй відносна частота. При цьому сума відносних частот повим 
на дорівнювати 1. Якщо сума відносних частот не дорівнює 1, видає* 
ться повідомлення «Сума відносних частот < > 1», після чого введенії» 
варіант і відповідних їм відносних частот слід повторити заново.

При зверненні до підпункту «Вибірка з файла» у вікні «Графік» 
з’являється додаткове вікно «Вибір файла» з переліком файлів актин* 
ного директорію (рис. 1.138). Після того, як ім’я файла вказано, у вік­
ні «Графік» з’являється додаткове допоміжне вікно з пунктам!' 
(рис. 1.139):

Варіанти з файла 
Частоти з файла 
Відносні частоти з файла

Вибір того чи іншого пункту вказує на спосіб трактування даних |  
файлі: відповідні дані вводяться до робочого файла:

• як набір окремих варіант,
• як набір пар чисел, перше з яких трактується як варіанта, а друї 

ге -  як частота цієї варіанти,
• як набір пар чисел, перше з яких трактується як варіанта, а друї 

ге -  як відносна частота цієї варіанти.
Після звернення до одного із цих трьох пунктів у вікні «Графік» 

з’являється панель калькулятора і запит «Кількість відрізків розбитні» 
над рядком введення, в якому можна вказати бажану кількіть відрізків 
розбиття (в межах від 2 до ЗО). При цьому кількість відрізків, проїм* 
нована за програмою, висвітлюється вслід за словом «Розб.». (ріп 
1.140). Якщо немає необхідності вказувати іншу кількість відрізків 
розбиття, досить натиснути клавішу Enter чи ліву клавішу «мишки», І

В результаті у вікні «Вибір» на місці, де було встановлено вказів 
ник цього вікна, з’являється позначення вибірки (літера S з відповів 
ною цифрою), що означає, що далі можна виконувати передбачої 
програмою операції з цією вибіркою -  змінювати, вилучати, будувін 
графіки і т.д.

Підпункт «Змінити вибірку» призначено для використання при ні 
обхідності відредагувати чи змінити дані у вибірці, на позначення які 
встановлено вказівник у вікні «Вибір». Після звернення до послуї 
«Змінити вибірку» у вікні «Графік» з’являється додаткове вікно з щ 
реліком підпунктів:
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Операці ї ......Інтеграли Опції

Вар іанти з Фаниа 
Частоти з файуіа 

В іцм . частоти з Файуіа

Стат . І нше.................... а га»

Вііб ір$ї
цКХ) г < П  у<Т> в і а ї  Р о їу  < К х ,у

Функція 

Стат. вибірка

М=4.50666666? 

б = 1.379597365 
Знайд, бідр . розб . : 8

0=0 .5 
В=8.5

“П—------ :------- їг
М і пу = -О . 0140274294. МахХ =8.610803324*►

М іпУ=0.013333333 

МахУ=О.426666667

Статус

В и б е р і т ь .  п о с л у г у  

к/іааішамм ї , 1

Епіег - підтвердження 
Езс - вихід

Наситаб =Двто 

e:\granl\1552675.sta

Р и с . 1.139

149



Об'с КТ

2L 
И 
3L 
9к 
f s
2*2=к:

Iитвграли ОпцІі

Г раФік
inX=0.387862004 t  MaxY=0 .432093X01

К-ть в ідр ізк ів  розбиття

ат . І нше

Ви6 ipSI
fCX)  r  <F) чСТУ S t  a t  Po l« j 8 < x ,y

!£ in Cos Та....... Cta i ......... 6 +..........

As in йсоь A tg Acts 2 7 -
Exp Lo Ln X 3 8 *

: AbS Sort Log є 4 9 Bs

Pi c > 5 О
I ----------

Been

rtinVi-b .614027429* HaxX=8 .610803324I»-*

Функція 

Стат. пибірка

М=4.506666667 

s=1.379597385 
Знайд, в ідр. розб.

А=0 .5 
В=8 .5

MinV=0.013333333 
MaxY= О . 426668687

Статус
Введіть вираз, викорис­
товуючи аиФавітно-циФ- 

рові клавіші.
Enter- - введення 
Esc - відміна редагує. 

S h ift * - j  -*■ переміщують 
курсор, Bs, Del — вилу­
чають символи.

Масштаб =<4вто
e:\granl\1552675.sta

Рис. 1.140
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Варіанти з клавіатури 
Частоти з клавіатури 
Відносні частоти з клавіатури 
Вибірка з файла

При зверненні до підпункту «Варіанти з клавіатури» у вікні 
Графік» з’являється допоміжне вікно (рис. 1.141), в якому в один 
іовпчик розташовано варіанти вибірки, що змінюється. Після вне­

сення необхідних змін, які здійснюються цілком аналогічно до того, 
мк редагується текстова інформація (з використанням клавіш Bs, 
Delete, Insert, вказівки Ctrl-Y для вилучення рядка, клавіш управління 
курсором та клавіш з потрібними символами), слід натиснути клавішу 
V2 (див. підказку на екрані внизу праворуч).

При зверненні до підпункту «Частоти з клавіатури» у вікні 
Графік» з’являється додаткове вікно, в якому у дві колонки розташо- 

шіні пари чисел -  в лівій колонці варіанти, в правій -  відповідні часто-
■ и (рис. 1.142). Редагування інформації та її запис здійснюється ана- 
ЯОгічно до попереднього.

При необхідності переглянути таблицю частот вибірки, на позна- 
чемня якої у вікні «Вибір» встановлено вказівник, використовується 
Підпункт «Частотна таблиця» пункту «Стат.» головного меню. В цій 
іиблиці подається три колонки чисел. Найлівіша колонка -  це варіан­
ті або ж межі проміжків розбитая, якщо ці межі не співпадають з вве- 
іс ііим и  варіантами. Друга колонка -  це частоти відповідних варіант, 
що вказані в першій колонці, або частоти попадання в проміжок, ни- 
мія і верхня межі якого вказані в першій колонці. Третя колонка -  це 
накопичена сума всіх попередніх частот (рис. 1.143).

Призначення і використання підпункту «Відносні частоти з клавіа- 
іури» цілком аналогічні до попереднього. Слід пам’ятати, проте, що
■ ума відносних частот повинна дорівнювати 1 .

При зверненні до підпункту «Вибірка з файла» з’являється перелік 
файлів, що в даний момент є в активному піддиректорії. Після того, як 
»вбрано один із цих файлів або, в разі потреби, здійснено перехід до 
чийого піддиректорію і вказано відповідне ім’я файла, у вікні
■ Графік» з’являється додаткове вікно з підпунктами:

Варіанти з файла 
Частоти з файла 
Відносні частоти з файла

Звернення до одного із цих підпунктів вказуватиме на те, як слід 
фпктувати записані в файлі дані, цілком аналогічно до того, як це ро- 
■инося при виконанні послуги «Нова вибірка».

Підпункт «Кількість відрізків розбиття» призначено для викорис- 
ііііиія у разі необхідності змінити кількість відрізків, на яких визна­
чаються частоти та відносні частоти попадання варіант в такі відрізки. 
Початкове значення кількості відрізків за програмою визначається
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щтоматично. При зверненні до цього підпункту у вікні «Графік» 
('являється панель калькулятора і над рядком введення запит: «К-ть 
"ідрізків розбиття». В рядку введення з написом «Розб.» вказана кіль- 
і їсть відрізків розбиття, визначена за програмою. Нове значення вво- 
іяться з клавіатури чи з використанням панелі калькулятора, зобра­
женої у вікні «Графік», та «мишки» чи клавіатури, як звичайно. Якщо 
немає потреби змінювати кількість відрізків розбиття, досить натис­
нути клавішу Enter (чи ліву клавішу «мишки»).

Підпункти «Вилучити» і «Вибір» при роботі із статистичними ви­
бірками використовуються цілком аналогічно до того, як вони вико­
ристовуються і при роботі із функціями. При вилученні вибірок тим­
часові (робочі) файли, куди в процесі даного сеансу роботи з програ­
мою записувалась інформація про вибірки, також вилучаються. Якщо 
ж вийти із програми, не вилучаючи вибірок, відповідні файли зали­
шаються на носієві, де вони були записані, в директорії, що був актив­
ним на час створення файла.

Запитання для самоконтролю
І Який тип задания функціональної залежності слід встановити перед початком статистично- 
I го аналізу експериментальних даних за допомогою програми GRAM?
} Як вводяться експериментальні дані до робочих файлів програми GRANH 
і Як вводяться варіанти з клавіатури?
4, Як вводяться частоти з клавіатури?
І, Як вводяться відносні частоти з клавіатури?
І. Яку додаткову вимогу повинні задовольняти відносні частоти, що вводяться з клавіатури?
1 Як вводяться варіанти з файла на диску?
I Як вводяться частоти з файла на диску?
9 Як переглянути дані, що зберігаються в робочому файлі?

10. Як при необхідності можна вносити корективи до раніше введених даних?
II Як можна інтерпретувати дані, що вводяться з клавіатури?
12 В якому вигляді на екрані подасться набір введених раніше варіант, якщо вирішено їх пере­

глянути чи відкоригувати?
И В якому вигляді подасться на екрані ряд розподілу частот, якщо вирішено його переглянути 

чи відкоригувати?
14. В якому вигляді подасться на екрані ряд розподілу відносних частот, якщо вирішено його 

переглянути чи відкоригувати?
И В якому вигляді подасться на екрані інтервальний розподіл частот, якщо вирішено його 

переглянути чи відкоригувати?

Вправи для самостійного виконання
І, Ввести з клавіатури до робочого файла програми GRANI 50 навмання вибраних значень із 
І проміжку [0. І ].
і  Ввести з клавіатури спостережені значення досліджуваної величини та відповідні їм часто- 
Р ти:

-V, -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Ш, 2 8 14 20 37 42 18 іб 5 1
}, Ввести з клавіатури ряд розподілу відносних частот появи значень досліджуваної величини 

за даними вправи 2.
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4. Ввести набір спостережених значень досліджуваної величини із наперед створеного файл» і 
піддиректорії GRAN1.

5. Ввести ряд розподілу частот появи спостережених значень досліджуваної величини з наші- 
ред створеного файла в піддиректорії GRAN І .

6. Ввести з наперед створеного файла в піддиректорії GRAN1 ряд розподілу відносних части 
появи спостережених значень досліджуваної величини.

§ 20. Графічне подання результатів 
статистичного аналізу експериментальних даних

Для графічного подання полігонів частот, гістограм, функцій рої« j 
поділу відносних частот появи значень досліджуваної величини, до« і 
яких числових характеристик розподілу відносних частот тощо можи# 
скористатися послугою «Побудувати» пункту «Графік», вказавши по« 
передньо тип графіка, для чого слід звернутися до послуги «Тип гри« 
фіка» пункту «Стат.» (рис. 1.144).

При роботі із статистичними вибірками послуга «Побудувати»! 
пункту «Графік» головного меню використовується цілком аналогія«! 
но, як і при побудові графіків функцій. Одночасно у вікні «Графік»! 
може бути побудовано до 5 графіків для будь-яких із вказаних типі» 
задання функціональних залежностей.

При роботі з однією гістограмою допустимими є операція 
«Інтеграл», «Об’єм, вісь ОХ», «Об’єм, вісь OY», «Площа за точками»! 
в пункті «Інтеграли» головного меню і «Нерівність» в пунмі 
«Операції».

При аналізові двох гістограм одночасно допустимими є всі операції 
із підменю пункту «Інтеграли» і «Нерівність» в пункті «Операції».

Підпункт «Стат.інфо.» («Статистична інформація») використовує! 
ться при необхідності переглянути основні числові характеристики 
вибірки, на позначення якої встановлено вказівник у вікні «Вибір»,] 
При зверненні до цієї послуги на полі вікна «Функція» з’являєтьи 
додаткове вікно із написом «Стат. х-ки» («Статистичні характерна и 
ки») (рис. 1.145), в якому подано: об’єм вибірки, розмах вибірки (Мщ 
Хі, Мах хі), мода, медіана, Ср. гарм., Ср. геом., Ср. арифм, 
Ср. квадр.

Середнє арифметичне М  і середнє квадратичне відхилення s д;і| 
кожної вибірки подаються також у вікні «Функція» (див. рис. 1.13І 
1.134 та ін.).

Найменше і найбільше значення варіант при цьому можна епосів« 
рігати також у вікні «Графік», де за допомогою послуги «Координат» 
можна визначити частоти кожної з варіант, а також, використовуючі 
послуги різних пунктів головного меню програми, визначити інші не« 
обхідні характеристики вибірок та їм відповідних графічних зобряі 
жень (гістограми, полігону частот, функції F*(x)).
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Приклади
1. Нехай розподіл частот появи спостережених значень досліджу­

ваної величини задано таблицею:
X, 1 2 3 4 5 6 7 8 9
т,

Потрібно г
1 2

юбудз
17

/вати
19

гістог
37

раму
ЗО

інтер
1 0

вальн
8

ого
5

юзп<
4

зділу віднос
них частот спостережених значень. При цьому приймається кількість І  
відрізків розбиття, яка за програмою визначається автоматично.

Встановивши тип задання функціональної залежності Stat, зверне- І 
мось до підпункту «Нова вибірка» пункту «Об’єкт». У відповідь на І 
запит «Варіанти з клавіатури», «Частоти з клавіатури», «Відносні час-1 
тоти з клавіатури», «Вибірка з файла» (див. рис. 1.136) вкажемо на | 
підпункт «Частоти з клавіатури». Після появи вікна введення введемо І 
з клавіатури заданий розподіл частот (рис. 1.146) і після введення всіх І 
заданих пар чисел натиснемо клавішу F2. Далі вкажемо кількість від-1 
різків розбиття 9 (визначене за програмою). В результаті у вікні І 
«Вибір» з’являється позначення S3 щойно введеної вибірки, а у вікні І 
«Функція» — запис «Стат. вибірка» (рис. 1.147) і деякі характеристики 
вибірки: М{М'п\Х]), s {<у]\Х]), кількість відрізків розбиття, ліва А і І 
права В межі проміжка, який охоплює всі спостережені значення до- І  
сліджуваної величини.

Якщо тепер звернутись послідовно до підпунктів «Тип графіка», І 
«Гістограма» пункту «Стат» і далі до підпункту «Побудувати» пункту І 
«Графік», то в результаті одержимо гістограму інтервального розподі 1  

лу відносних частот на проміжку [0.5, 9.5[, поділеному на 9 інтерваліи 
довжиною 1 з центрами в точках 1, 2, 3,..., 8 , 9.

На осі Ох відмічаються також точки з абсцисами х  = М '  [X | 
(центр розсіювання, на рис. 1.147 точка на осі Ох з абсцисою х = 4.18) 
та абсцисами х =  М ‘і[ Х \ - а ' і\Х '\  і х = М'И [X] + сг’ [X] (вліво і впра­
во від центра розсіювання відкладається по одному разу о ’ [X ] ) (дин 
рис. 1.147).

Щоб пересвідчитись, що площа під гістограмою (над віссю Ох) до­
рівнює 1 , можна скористатись послугою «Інтеграл» пункту в  
«Інтеграли». Вказавши межі інтегрування а = 0.5, b = 9.5, одержимо І  
/=  1.001 (рис. 1.148).

Щоб побудувати графік функції розподілу відносних частої І 
F ’(х), слід звернутись до підпунктів «Тип графіка», « Ґ (х) дио-Я 
кретн.» чи «F (х) неперервн.» пункту «Стат» і далі до підпункт) І 
«Побудувати» пункту «Графік». В результаті на екрані дисплея одср 
жимо дискретний чи неперервний графік F ’(x). Для даного прикладу« 
графіки подані на рис. 1.149, рис. 1.150.
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Рис. 1.151

ПОО/І̂ Г̂

Функція 

Стат. вибірка

М=4.176056338 

»=1.899960323 
Знайд, в і д р . розб. 9

А=0 .5 

В=9 .5

MinY=0.028169014 
М*хУ=1

on ' с к т ..........? Г р а ф і к  і О л а р а ц і ї
ПоСудувати F5:

,ч Ü ■
Інтеграим Опції

36 ільшити
Витерти

Координати

Вибіі>
S2 S3

Функція 

Стат. вибірка

М=4.1V6056338 
s=l . 899960325 
Знайд, в ідр. розб. 9

А =0.5 
В=9.5

ИіnY=0.020169014 

HaxY=0■26056330

Статус

Виберіть ПОСуіага 
к/іав ішами t ,  ±

Enter — підтвердження 

Esc — eux in

І;

пасштаь=Користув



Щоб побудувати полігон відносних частот появи спостережених 
значень досліджуваної величини, слід вказати на підпункти «Тип гра­
фіка», «Полігон» пункту «Стат» і далі «Побудувати» пункту «Графік», 
Для даного прикладу одержимо полігон відносних частот, поданий на 
рис. 1.151. 1

Щоб переглянути основні числові характеристики розглядуваної 
вибірки, скористаємось послугою «Стат. інфо.» пункту «Стат.». ПрЙ 
зверненні до цієї послуги на полі вікна «Функція» з’являється додам 
кове вікно «Стат. х-ки», в якому подаються основні числові характої 
ристики розглядуваної вибірки (рис. 1.152).

Запитання для самоконтролю
1. Як з використанням послуг програми GRAN І побудувати:

а) гістограму інтервапьного розподілу відносних частот появи спостережених значень дооЯ 
джуваної величини?

б) функцію розподілу відносних частот /•"„*(*)?

в) полігон відносних частот?
2. Як з використанням послуг програми GRANІ отримати основні числові характеристики д| 

сліджуваної вибірки?
3. Як визначити найбільшу відносну частоту та відповідне значення досліджуваної величині 

якщо побудовано полігон частот?
4. Як за гістограмою наближено визначити відносну частоту попадання спостережених !ик 

чень досліджуваної величини на проміжок [а. Р[ с  |/І, Д]? Тут А і В відповідно нижня і пер 
хня межі інтервалу, на якому побудовано гістограму. При цьому припускається, що ппсрМ
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ли [сг,-і, аі[, на яких визначено відповідні значення ординат на гістограмі, дуже дрібні, а 
проміжок [а , р[ охоплює досить значну кількість таких інтервалів).
Чи потрібно попередньо виконувати які-небудь обчислення, перш ніж скористатися послу­
гами програми СКЛіУІ для статистичного аналізу експериментальних даних?

Вправи для самостійного виконання
Побудувати ряд розподілу і полігон частот для вибірки, яку утворюють відхилення резуль­
татів вимірювання відстані між двома точками від істинного значення цієї відстані;

1 - 5 0 ,  20, -1 0 , 10, 20, -5 0 , -2 0 , -1 0 , 40, -2 0 , -ЗО, -1 0 , 10, 20, -4 0 , 50, -1 0 , 10, 50.

»При визначенні похибки вимірювального приладу зроблено 40 вимірів, при яких зафіксова­
но похибки:

М  -2.5; 3; 4; 2; 0.5; -1 ;  2; 4; -4 ;  0 ;-0 .5 ;  -0 .5 ; 1; 0.5; 2.5; -0 .5 ; 2; 1; -4 ;  —2; -1 ;  1,5; 
Т  0 . 5 ;  4; -1 .5 ;  -1 ;  0; 1; 0; 1; -1 .5 ; 1.5; 0.5; 0.5; -0 .5 ; -1 .5 ; -0 .5 ; -1 ;  2; 0.5.

Побудувати інтервапьний ряд розподілу частот і гістограму частот, поклавши п -  8.
1  20 навмання взятих учнів виконують стрибки у висоту, при цьому зафіксовано такі резуль- 
■  тати:
, 1 3 7 ,  140, 143, 135, 142, 139, 141, 137, 142, 131, 145, 138, 141, 143, 130, 138, 140, 135, 137,
І  '38

Побудувати ряд розподілу частот, полігон частот, гістограму для и = 10.
♦, Обстежено 10 навмання взятих 7-х класів. Кількість відмінників в кожному з них виявилась
■відповідно: 5, 8, 3, 4, 5, 1, 6, 4, 2, 3.

Побудувати ряд розподілу частот, функцію розподілу частот для досліджуваної величини.
І Навмання перевірено 50 телеприймачів і дані цієї перевірки зведено в таблицю

Iі Час безвідмовної ро- 
К  боти в роках 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6

і Кількість теле­
приймачів 1 1 2 4 4 7 10 10 6 3 1 1

І Іобудувати функцію розподілу частот £ < * )  та її наближений графік.

На 100 навмання вибраних ділянках землі в даному районі висаджено по 100 саджанців 
руктових дерев. Для кількості саджанців, що прийнялися, побудовано інтервальний роз­

поділ спостережених частот

/, О о о К) о [20,301 [30,40[ О ІУ
і о 'V. р 'о о [60,70[ 1 [70,80[ 1 [80,90[

8І

0.05 1 0.08 0.12 0.14 0.15 1 0.20 0.10 J 0.08 J 0.06 0.02

Визначити значення функції розподілу частот F'm(x) в кінцях заданих інтервалів і побуду-
Щ вати її графік.

ТІІа 100 однакових за розмірами навмання вибраних ділянках землі з однаковою кількістю 
ниссених добрив зібрано різний урожай зерна. Результати проведених спостережень подано 
- у таблиці:

Урожай (в ц/га) 1 14 1 15 1 16 1 17 11 І« 1 19 20

Кількість ділянок 1 6 10 1 18 28 20 1 12 6

Побудувати полігон частот. Визначити середнє арифметичне М’,\Х ]  і середнє квадратичне 

щ іідхилення <т’ [Л'].

Я  Кількість викликів, що поступають на АТС за 1 годину, є випадкова величина. Для спосте­
режень протягом кількох днів навмання вибрано 10 разів по 1 годині між дев’ятою і двана­
дцятою годиною і одержано такі результати:
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Мі СІІІІСП'ІКЖОНІМ і 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

К і ні, кіс іь аикликів 1 280 320 315 300 285 270 300 330 310 290
ПоОудувегги полігон частот. Знайти середнє арифметичне і середнє квадратичне відхиленій 
для досліджуваної величини.

9. Одна і та ж віддаль вимірюється багато разів. Результати 10 різних вимірювань наведено і 
таблиці:

№ вимірювання і 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
Результат вимі­
рювання 41 39.5 40 40.2 39.9 40.2 39.8 40.1 40 39.9 j

Побудувати полігон частот. Знайти числові характеристики М'„[Х], <7„[Х].
10. Для визначення середнього часу безвідмовної роботи електроприладу обстежено 100 прил*| 

дів За результатами спостережень одержано ряд розподілу частот

Хі 1070 1120 1170 1220 1270 1320 1370 1420

Аоо/ 0.02 0.08 0.11 0.20 0.35 0.15 0.06 0.03

Побудувати полігон частот. Знайти числові характеристики М„[Х\ а„[Х].

§ 21. Визначення узгодженості із 
спостереженими даними гіпотези про розподіл частот

Позначимо через /„ '(х) функцію, графіком якої є гістограма іи 
тервального розподілу відносних частот появи спостережених значені і 
досліджуваної величини, тобто кусково-сталу функцію /„*(х) так),] 
що за межами проміжка [а0, а„,[ набуває значень, рівних нулеві, а | |

точках проміжка [а,-ь а{ набуває значень  ̂' . Очевидно,
я, -  о,.

J /„ ’ (*)dx = ——----- (а, -  а,-і) = Р, = К (х  є [я,-
J а. -  а . ,

,«,[)■

У геометричному тлумаченні J /„*(х)є/х є площа прямокутнії^

обмеженого лініями у  = /„* (х ) = ■ р,
а, -  а,

у  = 0, х = а,-1 , х = <з, Такі*

чином відносна частота попадання спостережених значень на проіі 
жок [а,_ь дорівнює інтегралу від функції /„’(*) по проміжі
[а,_ь а,[. Якщо взяти довільний проміжок [а , Д , такий, що а  с п ів п а в  
з лівим кінцем деякого інтервалу [а,_ь а,{, /? -  з правим кінцем деякаН 
інтервалу [<з*_ь о*[, (а  < Д  і < к ), то очевидно

]7„* (х)сіх =  Y jP'  »
а , о,[ <= [аг, у9[

Тобто відносна частота попадання спостережених значень на промі­
жок [а, Д  дорівнює інтегралу від функції f ’(x) по проміжку [а. Д :

P ,;(X e [a ,j3 [ )  = ] fA x )d x .
а

З іншого боку
/’’ = Д,‘ є [я,-1 .«/[) = Д* (Я/) -  Д* (я,-,),
І 'ХХ  є[а, Д  )= Z a  = Z  (Д' (*,) -  Д* (*,■_,)) = Д* (Д  -  Д > ) .

[я,.і.а,[с[а,/Т[ [ям , а , [ с [ а , Д

їдким чином / (| (х) характеризує середню швидкість зростання фун­
кції Д  (х) в точках проміжка [а,_ь <з,[. Якщо вважати, що функція 
■„ (х) на проміжках [а,_ь я,[ не є сталою, а зростає лінійно, тобто для 
І  є Ом, йг,[

В Д* (х) = Д* (а,_,) + F" (a^ ~ F" (а' - }
A “ A-,

Годі на відрізку 0/-ь я,[

(Д* (х))' = ) ~ F" {а'- ') =-- — ?і
я ,- я , . ,  я ,- а , . ,

Іпким чином в точках проміжка Ось я„,[ функція f ’(x) характеризує 
иіиидкість зростання функції Д '(х), тобто Д  (х) може розглядатися 
IR похідна по відношенню до функції Д*(х), а Д*(х) -  як первісна 
ф  відношенню ДО функції / І  (х).
■  Якщо ДОВЖИНИ відрізків Ої-1) Я/[ досить малі, то при довільних 
(в, Д  можна покласти

р
Р'ЛХ  є [а , Д ) * J/ ;  (x)dx = Д* (/?) - Д » ,

припускаючись при цьому великої похибки.
е фактично графік функції Д*(х) є графіком функції

(x)dx, (оскільки при всіхх <Яо д ’(х) = 0).

l Виникає питання, чи не можна функцію /„ (х) замінити деякою 
ф\ акцією Дх) так, щоб для будь-яких а , /Означення
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р ; ( х є [ а , д ) = І / » *
а

Р
з достатньою точністю можна було замінити значенням | / (х)сіх, і н

а
такий спосіб таблично подану функцію / н* (х) наблизити деяким ана­
літичним виразом X*)-

Гіпотезу про те, що функція^*) досить добре наближає функцію 
/ и‘ (х), перевіряють за так званим критерієм Пірсона.

Згідно з цим критерієм для всіх інтервалів [а,_ь а,[, (і = 1,2, ..., />/),
а і

для значень р* знаходять наближення рі за формулою рі = |/ ( х ) Л ,
а,-\т

після чого оцінюють величину $  (хі-квадрат): ^  сДр. -  р] )2, де
/=1

с = ——  «вагові» коефіцієнти значень (р -  р] )2.
Р,

Так отримане значення $  називають спостереженим значенням 
ХІксп (/Г експериментальне).

Однак, якщо проводити інші серії спостережень за тією ж величи 
ною, то в кожній з них можуть бути одержані інші значення хіщ>\ 
Якщо таких серій спостережень проведено дуже багато, то для вели 
чини £  можна побудувати функції/), (х) і XX*), аналогічні до функції! 
/„*(*) та Р ’ (х), розглянутих вище, і в такий спосіб (з використай 
ням, наприклад, функції Р'х (х)) визначити, при якому значенні х \  
відносна частота попадання спостережуваних значень величини $  и| 
проміжок ]-оо, хір [ набуватиме наперед заданого значення а:

К іХ *  <ХІ )  = а-
Якщо при цьому а  дорівнює, наприклад, 0.99, то відносна частоті 

попадання значень X правіше значення х іР дорівнює 0.01, тобто ікЦ
падання значення $  правіше від значення хІР СЛЇД вважати практичні
неможливим. Зауважимо, що якщо число спостережень дуже великі 
то усереднений результат всієї маси спостережень стає передбачуй 
ним в досить чітких межах з досить великою мірою впевненості. То 
му, якщо спостережене значення Хжп більше, ніж ХкР’ т0 такий рі
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іультат Хексп СЛ*Д вважати практично неможливим (малоймовірним), і 
іому гіпотезу про те, що функція Дх) є коректним наближенням функ­
ції / и*(х), необхідно відхилити, не ризикуючи припуститися грубої 
помилки, оскільки в 99 випадках із 100 значення xLcn менше, ніж 
"іачення х*р.

Число а  називають рівнем значущості оцінки x lP- Значення x lP 
ш і і х о д я т ь  за спеціальними таблицями, побудованими для величини 

за якими за даним рівнем значущості а  можна визначити відповід­
не значення x l f  Таким чином, знайшовши ^ е2ксп і визначивши x lv> 
ЩО відповідає заданому рівню значущості а , слід проаналізувати спів­
відношення значень xLn і £ 2р. Якщо xLn > x lP, гіпотезу про те, що
•(іупкція fix) є коректним наближенням функції / п* (х), слід відхилити 
(К гаку, що не узгоджується з результатами спостережень.
І Якщо ж хіксп < x lf ■> тоДІ вважається, що така гіпотеза не суперечить 
експериментальним даним і немає підстав її відхиляти.

У програмі GRAN1 передбачено перевірку за критерієм Пірсона гі­
потези про коректність заміни функції / н*(х) функцією fix). Для цьо- 
ш використовується послуга «Критерій Пірсона» пункту «Стат» (рис. 
1,153).

Позначення статистичної вибірки і функції, які співставляються, у 
іікііі «Вибір» повинні бути підкресленими.
І Область визначення функції повинна охоплювати область, в якій 
л і н і ю ю т ь с я  варіанти вибірки. Необхідна інформація про вибірку ви­
пилюється праворуч у вікні «Функція», якщо у вікні «Вибір» підкре­

слено позначення лише однієї вибірки.
* Співставляти за критерієм Пірсона можна також дві вибірки, варі- 
(Иіи яких змінюються в одних і тих самих межах (співпадають 
відрізки задания» вибірок).

При зверненні до пункту «Критерій Пірсона» за програмою переві­
юються дві умови:

Відрізок [а, Ь\, на якому визначено гіпотетичну функцію^*); пови­
нен повністю охоплювати межі, в яких змінюються варіанти вибір­
ки ([Я, В] с  [а, 6]).
І Іовинна виконуватись умова

ь
J f(x )d x  = 1.
а

Якщо перша умова не виконується, у вікні «Графік» з’являється 
маткове вікно з повідомленням (рис. 1.154):
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Рис. 1.153
Увага!

Не співпадають відрізки визнач.
ь Це означає, що необхідно змінити відрізок [а, Ь], на якому визна­
чено функцію у  =Дх), так, щоб виконувалась вимога [А,В]<^[а, Ь]. 
Для цього використовується підпункт «Змінити відрізок» пункту 
«Функція».

b
■ Якщо обидві вимоги [A, 5] с  [а, Ь] і | / (x)dx = 1 виконуються, то у

вікні «Графік» з’являється панель калькулятора, над якою розташова­
но рядок введення з надписом «Alpha», і додаткове вікно з надписом 
Рів. знач. .01 .025 .05 .95 .975 .99» (рис. 1.155).

При цьому в рядку Alpha подається початкове значення рівня зна­
чущості 0.95. Якщо немає потреби його змінювати, досить натиснути 
Манну Enter або встановити курсор «мишки» на поле «Введ» на па­
мпі калькулятора і натиснути ліву клавішу «мишки». Якщо є потреба 
■ести інше значення із вказаних, таке введення здійснюється з клаві- 
шури чи з панелі «калькулятора» за допомогою клавіатури чи 
(Мішіки» як звичайно.

Після того як рівень значущості а  введено, на полі вікна «Функція» 
і'ииляється додаткове вікно з написом «Критерій Пірсона», в якому 
мотано значення
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Alpha,
Xi5 експ.,
Xi2 теор.,
гіпотеза підтверджується / не підтверджується (рис 1.156).
Якщо гіпотеза про те, що функція у  =_Дх) є коректним наближен 

ням функції / н*(х), або про те, що дві вибірки належать до однієї і 
тієї ж генеральної сукупності, узгоджується із статистичними даними, 
останнє повідомлення у додатковому вікні «Критерій Пірсона» маг 
вигляд: «Гіпотеза підтверджується» (див. рис. 1.156). Якщо ж гіпотеза 
не узгоджується із статистичними даними, повідомлення має вигляд 
«Гіпотеза не підтверджується» (рис. 1.157). При зверненні до послуги 
«Критерій Пірсона» у вікні «Вибір» повинні бути підкресленими по­
значення функції, заданої у вигляді у -fix ), та вибірки, чи позначеним 
двох вибірок. Якщо у вікні «Вибір» підкреслено більше чи менше, ніж 
2 позначення функцій вказаного типу задання чи вибірок, послуїл 
«Критерій Пірсона» стає недоступною.

Приклади
1. Нехай потрібно перевірити гіпотезу про коректність заміни 

функції /„* (х), графік якої подано на рис. 1.158, функцією /(х) виду і

/ ( * )
(*-«)*
2а2

уііяіпст
заданою на проміжку [а,Ь\. Покладемо спочатку тп = 4, сг= 1, а = 0, 
Ь = 8 і побудуємо графіки функцій у  = /„* (х) та у = fx )  (рис. 1.159),( 
Якщо тепер звернутись до послуги «Критерій Пірсона», то на екрані 
дисплея з’являється повідомлення «Увага! Не співпадають відрізки 
визначення» (рис. 1.160).

Виберемо далі функцію
(:г-4.18)2 

____е  2(1 9 )2

1.9
/ ( * )  =

л/2~п
поклавши а - - 3, 6=11, щ = 4.18, сг=1.9. Цього разу відрізої 
[-3, 11] визначення функції Дх) повністю охоплює відрізок [0.5; 9.5

р
визначення функції /„'(х), і |/(х)<7х= 1 з достатньою точністю (рис,

а
1.161). Після звернення до послуги «Критерій Пірсона» наведені ри 
ніше повідомлення про невідповідність відрізків визначення чи нері»

р
ність одиниці значення інтеграла | / (х)сіх тепер не з’являються,

а

з’являється запрошення вказати рівень значущості а  (рис. 1.162).
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Рис. 1.156



Рис. 1 .159
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Рис. 1.161
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Після введення рівня значущості Alpha = 0,95 на полі вікна «Функціям 
з’являється додаткове вікно «Крит. Пірсона» з повідомленням (рис 
1.163):

Alpha = 0.95,
Z L =  17-866,

^  i p  =  2-73,

Гіпотеза не підтверджується.
2. З одного і того ж файлу введено вибірки S 1 і 54 (рис. 1.164). По­

рівняти їх за критерієм Пірсона.
Цього разу гіпотеза про те, що функція /„’(*) коректно може бути 

замінена нею ж, не викликає сумнівів. Цей очевидний результат підт­
верджується і за критерієм Пірсона (рис. 1.165).

Запитання для самоконтролю
1. Як знайти відносну частоту попадання значень досліджуваної величини на проміжок [а, Я  

якщо відома функція /„  (х )?

2. Чому дорівнює J/„‘ (x)ott?

3. Як, знаючи функцію F,'(x), знайти відносну частоту попадання значень досліджуваної ■  

личини на проміжок [а, Д ?

4. Що характеризує / п*(х) по відношенню до Д ‘(х)?

5. Як, знаючи /„’ (х), знайти Fl'(x)r!

6. Як, знаючи Д*(х), знайти /„ '(х )?

7. Чому дорівнюють значення: /г„*(-°°)? Д  (+ » )?

8. Чи може /„"(х) набувати від’ємних значень?

9. Чи може /г„*(х) набувати від’ємних значень?

10. Чи може функція ДЧ-х) спадати із зростанням х?

11 Чи може функція /„*(х) спадати із зростанням х?

12. Чи обов’язково /С (х ,)  < К ( хг)> якщохі < хі?

13 Як за критерієм Пірсона встановити корекгність наближеної заміни функції /„"(х) (|Г 

цієюу(х)?
14. Які умови повинна задовольняти функція Дх), якою пропонується наближено замін 

функцію /„*(т)?

15. Як за критерієм Пірсона оцінюється близькість функцій /„‘ (х) і][х)п Як обчислюється ^ 

такої близькості?
16. Яке значення називають спостереженим значенням міри близькості функцій /„  (х) І 

оцінюваної за критерієм Пірсона?
17. Як для заданого рівня значущості визначають критичне значення, правіше від якого Гір 

чно неможлива поява спостережуваних значень х с«™ ?
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В яких випадках вважають, що за критерієм Пірсона гіпотеза про коректність заміни функ­
ції /„’ (х) ф ункцією /*) не узгоджується з експериментальними даними ?

1 Як перевірити за критерієм Пірсона гіпотезу про коректність заміни функції /„“(*) функці- 
Сю /х), використовуючи послуги програми GRAN11 

І Якщо введено кілька вибірок і кілька ф ун кц ій /*), які саме серед них будуть аналізуватися 
М критерієм Пірсона при використанні послуги «Критерій Пірсона»?

Як з використанням послуг програми GRAN1 визначити значення /_ с2ка, та X ,,, Для заданого 

рівня значущості ?

Як вказати рівень значущості при використанні послуги «Критерій Пірсона» для з ’ясування 
Хі критерієм Пірсона питання про несуперечливість із експериментальними даними гіпотези 

Про коректність наближеної заміни функції /„"(*) функцією /*)?

В прави д л я  с а м о ст ій н о го  виконання

■ Задано інтервальний ряд розподілу відносних частот появи спостережених значень до- 
с ііджуваної величини X:

U  1 Н .- 3 [  11 [-3.-2І 1 [-2 ,-1[ 1 [-1, 0[ 1 [0,1[ 1 Е1.2І і1 [2.3[ 1 [3,4[
т, 1 0.002 0.019 0.144 1 0.335 1 0.321 1 0.156 0.022 1 0.001

(«Писати аналітичні вирази для функцій /„"(*) і /г„‘ (х).

Ввести дані до робочого файлу (вводячи замість обох абсцис кінців кожного інтервалу абс­
цису його середини).

Побудувати графіки функцій /„*(*) та /у (х), скориставшись послугами програми СИ-ІМІ.

Побудувати полігон частот, вважаючи середини інтервалів представниками всіх точок від- 
Ш відних інтервалів.

^■функціям и /„*(*) та /* ( * )  визначити відносні частоти попадання спостережених зна­

ній. досліджуваної величини на проміжки: [ - 4 . 4[; [—3, 3[; [—2, 2[; [-1 , 1[; [0, 1[; [0, 2[; 
■  3[Ш,2[;[1,3[;Р,3[.
використанням послуг програми ОНА XI визначити М'\Х\  і <г‘ [2Г] для вказаного розпо- 

Ір у  відносних частот.

) |  критерієм Пірсона визначити, чи узгоджується із наведеними в інтервапьному ряді роз- 

(Одгіу відносних частот даними гіпотеза про те, що функція /„*(*) може бути коректно за-

ИІіісна функцією / ( * )  = , заданою на проміжку [-5 , 5].

11 ж завдання виконати для інтервального розподілу відносних частот:

1 1 —3.5[ [ -3 .5 ,-3 [ [ -3 .- 2 .5 f [-2 .5 , - 2 [ [-2 .-1 -5Г [-1 .5 , -1  [ [-1 , -0 .5 [  1 [-0 .5 , 0[

J0OUI 0.0010 0.0047 0.0164 0.0440 0.0920 0.1500 1 0.1918

1« 0.5 ( [0.5, 1[ [1 ,1 .5 [ [1 .5 .2 [ [ 2 ,2.5[ [2.5, 3[ [ 3 ,3.5[ 1 [3.5, 4[

11918 0.1500 0.0920 0.0440 0.0164 0.0047 о.оою 1 0.0001
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§ 22. Деякі допоміжні послуги програми GRAN1
При роботі з програмою GRAN1 може з’явитися потреба в деякії* 

поясненнях щодо правил використання тієї чи іншої послуги, проие- 
дення додаткових обчислень, виходу із середовища програми GRAN І, і

Такого роду послуги зосереджено в пункті «Інше».
Пункт «Інше» містить 3 підпункти (рис. 1.166): Допомога Ctrl-ГІ, 

Калькулятор, Вихід.
При зверненні до підпункту «Допомога» (що можна здійснити і*, 

кож одночасним натисненням клавіш Ctrl і FI) на екрані з’являєи.*І 
додаткове вікно із надписом «Зміст» (рис. 1.167), в якому подано и* 
релік підпунктів пункту «Допомога». Звернення до кожного підпуши 
здійснюється як звичайно. При зверненні до деякого із підпункті f 
вікні «З м іс т»  на екрані з’являється вікно із надписом «Допомога», І  
якому подається текст з короткими поясненнями стосовно вказаній 
підпункту із «Змісту» (рис. 1.168). Зміна («листания») сторінок у тим 
«Допомога» здійснюється за допомогою клавіш Page Up, Page Da ИЯ 
Для завершення роботи з послугою «Допомога» досить натисмуЩ 
клавішу Esc.

До послуги «Допомога» можна звернутися в будь-який момент 
боти з програмою. Якщо встановити вказівник на будь-який підпуЩ 
будь-якого із пунктів головного меню і натиснути клавішу FI, то 
екрані з’являється допоміжне вікно із надписом «Допомога», в які 
містяться короткі пояснення саме до вказаного підпункту (рис. І, І 
При цьому не має значення, доступний для виконання вибраний і 
пункт чи недоступний.

Підпункт «Вихід» призначено для використання при необхіднії 
вийти із середовища програми GRAN1 і перейти до середовища <| 
раційної оболонки чи самої операційної системи, якщо операпі 
оболонка не використовується.

При необхідності зберегти (записати на диск) об’єкти (фут 
вибірки, таблиці), визначені при роботі з програмою, використоіц 
ся послуга «Зберегти» пункту «Об’єкт». Якщо об’єкти не 
пов’язані з іменем файла, в якому вони зберігатимуться, необі 
ввести таке ім’я (за відповідним запитом).

При необхідності записати в новий файл на дискові об’єкти, ті 
чені під час роботи з програмою, використовується по 
«Переписати». При цьому потрібно вказати ім’я файла, в 
зберігатиметься інформація.

При необхідності завантажити з диску інформацію, попереді 
писану з використанням послуг «Зберегти» чи «Переписати», ви 
стовується послуга «Завантажити». При цьому (за відповідним 
том) потрібно вказати ім’я файла, з якого завантажувати мі 
інформація.
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Рис. 1.166
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Розділ 2
Програма DERIVE

§ 23. Початок роботи з програмою.
Допустимі операції і функції. Введення інформації

Програма DERIVE призначена для розв’язування досить значного 
кола математичних задач -  відшукання розв’язків рівнянь в числових і 
Пуквенних виразах, границь функцій, звичайних і частинних похідних 
і' І і і і и х  порядків, розкладу функції в ряд Тейлора, невизначених і ви­
чищених інтегралів різної кратності з сталими і змінними межами, 
«»конання операцій над векторами і матрицями, визначення числових 
«рактеристик статистичних вибірок, графічних побудов у двовимїр- 

•іому і тривимірному просторах і ін.
Крім того, виконуються спрощення виразів алгебраїчно з викорис­

танням досить загальних перетворень, обчислення значень виразів з
• цаною точністю тощо.

Гут буде розглянуто лише окремі типи задач, що можуть бути 
"іи’язані за допомогою програми DERIVE. Деяку додаткову інфор­
мую можна отримати, скориставшись послугою Help (допомога), а 
(|Кож проаналізувавши файли *.mth в директорії DERIVE.

Щоб розпочати роботу з програмою, необхідно ініціювати вико-
• м 111 я файлу DER1VE.EXE. В результаті на екрані з’являється повідо- 
ФМ'їіпя, показане на рис. 2.1. При необхідності переглянути довідкову 
інформацію стосовно правил роботи з програмою слід натиснути кла- 
fttiv Н {Help).

Мри роботі з програмою використовуються три типи вікон: алгеб- 
річпі, вікна 2-вимірної графіки {2D-Plot), вікна 3-вимірної графіки 
і/і Plot) (рис. 2.2). На самому початку роботи з програмою на екрані 
їітіяється алгебраїчне вікно з переліком послуг (меню) програми під 
ММ (Див. рис. 2.1).

Щоб звернутися до потрібної послуги, слід (послідовно натискую­
чі к лівішу Spase Bar) встановити вказівник пунктів (підсвічений пря- 
ЦІКупіик) на відповідний пункт меню, після чого натиснути клавішу 

Цей же результат досягається, якщо натиснути клавішу з літе­
рі), яка в назві потрібного пункту меню велика (це не обов’язково 
Н(Міш літера в назві, див., наприклад, на рис. 2.1 назви пунктів 
т о \, moVe, soLve).

Мі (рази, що досліджуються, вводяться з клавіатури і відображають- 
»І ппгсбраїчному вікні.
Рік що необхідно ввести деякий вираз, використовується пункт го- 

А)оіо меню Author. При зверненні до пункту Author на місці голов- 
меню з’являється запит:
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Honolulu. H a u a ii,  USA

Press H f o r  help

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D e cla re  Expand Fa cto r Help Jump soLue Manage 
O ptions P lo t  Q u it Remoue S im p lify  T ra n sfe r moUe Uindou approX

Enter o ption Fre e :10 0 x  D eriu e Algebr

1 : x - 3

z Z
Z: SIN Cx ) ♦ cos Cx )

z z
3: SIN Cx) + cos (x)

d z z
4 : —  (SIN  Cx ) ♦ COS (x ))

dx

3
r 2 z

5: J
-z

(SIN Cx ) + COS Cx ))

6: 1 in
SIM (x)

x -0 X

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D ecla re  Expand Fa ctor Help Jump soLue Manag 
Options P lo t  Q uit Remoue S im p lify  Tran sfe r moVe Uindou approX 

En ter o ption
.....ШМіШ??.®*' ax ) ........................................ ...................

Рис. 2.2...
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A UTHOR expression: 
enter expression,

у відповідь на який слід ввести з клавіатури необхідний вираз.
I Після того, як вираз набрано на клавіатурі (при цьому вираз відо­
бражається в рядку введення вслід за словами AUTHOR expression) і 
ііагиснуто клавішу Enter, вираз з’являється в алгебраїчному вікні під 
шдповідним номером (міткою), а програма повертається до головного 
меню ( див. рис. 2.2). Якщо вираз набрано неправильно, під написом 
Iuthor expression з’являється повідомлення Syntax error at cursor, при­
чому курсор (у рядку введення) вказує на позицію у виразі, де виявле­
но помилку. Введення і редагування виразу здійснюється як звичайно
I I  використанням символьних клавіш та клавіші Back Space).

При цьому у виразах можуть використовуватись наведені нижче 
константи, оператори, функції.

Константи:
Ш основа натуральних логарифмів
■І корінь квадратний із -1

число п -  відношення довжини кола до його діаметра 
Н р  кут в градусах
іп/ додатна нескінченність

Оператори:
мінус Z

■ + W Z  плюс W
■ -W z мінус W
І  * w z помножити на w
І /  w z поділити на w
(V z в степені W

В  І z процентів (z / 100)
Показникові функції:

щкг) число е в степені z
uirt(z) квадратний корінь із z

Логарифмічні функції:
шг) логарифм натуральний z
w b (z)  логарифм натуральний z
ю (z,w) логарифм z за основою w

Тригонометричні функції:
Un(z,deg) синус г градусів
llH(z) синус г радіан
tQs(z) косинус г радіан
HM('z) тангенс г радіан
Wl(z) котангенс г радіан
Ш(г) секанс г радіан

181



свс(г) косеканс г радіай
Обернені тригонометричні функції (в радіанах):

азіп(г) арксинус z
асоі'(г) арккосинус г
аШп(г) арктангенс z
асоі(г) арккотангенс г
Мап(у,х) кут між віссю Ох та радіусом-вектором точки (х, у)
асоі(х,у) кут між віссю Ох та радіусом-вектором точки (у, х)
а8ес(г) арксеканс г
асис^г) арккосеканс г

Кусково неперервні функції:
аЬ8(х) абсолютне значення х
яіур(х) знакх
тах (х,у,...) максимум серед аргументів
тіп (х,у,...) мінімум серед аргументів
я1ер(х) 1 при х > 0, 0 при х < 0
сЫ(а,х,Ъ) 1 при а < х < Ь, 0 при х < а або х > Ь

Функції комплексної змінної:
аЬх(г) модуль г
н'щп(г) знакг
ге(г) дійсна частина г
іт(г) уявна частина г
согу'(г) комплексно спряжена до г
рИахе(г) фазовий кут г

Комбінаторні формули:
г! г-факторіал
регт(г,ці) число розміщень із г елементів по м> елементів
сотЬ(г,ц>) число комбінацій із г елементів по ці елементів

цаг(г1,..,гМ)
stdev(zl,..,zN)
gamma(z)
погтаІ(г,т,5)

• »
» 2ц

Статистичні функції:
average(zl,..,zN) середнє арифметичне елементів ги 
гтз(г1,..,гЩ середнє квадратичне елементів ги 

варіація
середнє квадратичне відхилення 
гамма-функція від г
функція нормального розподілу ймовірностей з мат 
матичним сподіванням т і середнім квадратичнії 
відхиленням 5, тобто

І
(1-І«)

•іікх  -
Функції обчислень:

Ііт(и,х,а) границя и, якщо х наближається до а зверху (справ і і
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Іип(и,х,а,0) границя и, якщо х наближається до а знизу (зліва)
Шїїи,х) похідна від и за змінною х
іІі/(и,х,п) похідна и-го порядку від и за змінною х
\ч\Іог(и,х,а,п) наближення и п членами ряду Тейлора в околі точки 

х = а
иіІ(и,х) первісна від и за змінною х
иіІ(и,х,а,Ь) визначений інтеграл від и за змінною х в межах від а 

до Ь
чіт(и,п) сума п значень виразу и від к, коли к змінюється від 0

ДО П 1
• шп(и,п,к,т) визначена сума значень и від п, коли п змінюється від 

к до т
роіїисІ(и,п) добуток п значень виразу и від к, коли к змінюється 

від 0 до п -  1
ргі>ііисІ(и,п,к,т) визначений добуток значень и від п, коли п змінюєть­

ся від к до т 
Векторні функції:

Ш№г(и,к,т,п,$) вектор із елементів и, коли А: змінюється від т до п з 
кроком 5
п-й елемент вектора V 
скалярний добуток векторів V і \у 
векторний добуток векторів V і ж 
кількість елементів вектора V 

Матричні функції:
А'ПІіІу_таІгіх(п) одинична матриця розмірності п х п
І*піепІ(А,],к) елементу'-го рядка і &-го стовпчика матриці А 

добуток матриць 
транспонована матриця 
визначник квадратної матриці 
матриця, обернена до квадратної матриці А

Wment(v,n)
І М'
Hfi>ss(v,w)
Mmaision(v)

III 
Г

i t l ( A )

Оператори і функції порівняння:

v
(ЙIwiit.x; І

V.XJ

и дорівнює V 
и не дорівнює V 
и менше НІЖ V 
и менше або дорівнює V 
и більше НІЖ V 
и більше або дорівнює V 
розв’язати рівняння и = 0 відносно х 
розв’язати рівняння и = V відносно х

щІУґіі/ =v,x,a,b) розв’язати рівняння и = v відносно х із [a, Z>]
Деякі додаткові відомості про функції і константи можна отрима- 

•й, тернувшись до послуги Help, підпункт F -  Functions and 
Wkttants.
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Щоб вилучити один чи кілька (підряд) виразів, що вже введені, 
слід скористатися послугою Remove. Звернення до пункту Remove 
призводить до появи додаткового запиту у вигляді

REMOVE: Start: End:
Enter label number.

У відповідь слід вказати початковий та кінцевий номери (мітки) вир« 
зів, які необхідно вилучити з даного вікна типу Algebra. При цьому 
спочатку можна вказати останній з виразів, що вилучаються, а потім 
перший, чи навпаки.

Ці вирази можна вказати також, переміщуючи відповідним чином 
вказівник виразів за допомогою клавіш управління курсором. При иг 
реміщуванні вказівника номер (мітка) виразу після слова Start чи Etui 
відповідним чином змінюється автоматично.

Якщо виникає потреба перемістити вказівник виразів з деякого ни 
разу на інший, не перебираючи підряд всі проміжні вирази, слід ско* 
ристатися послугою Jump.

При зверненні до пункту Jump з’являється додатковий запит у іш 
гляді

Jump to:
У відповідь на нього слід вказати номер виразу, на який необхіднії 
перемістити вказівник виразів.

При потребі перемістити один чи кілька виразів на інше місце ии 
користовується послуга Move. При зверненні до пункту Move 
з’являється додатковий запит у вигляді

MOVE: Before: Start: End:
Enter label number.

У відповідь потрібно встановити вказівник на вираз, перед яким слм 
вставити деякі інші, або ж ввести номер (мітку) цього виразу з клани 
тури. Далі аналогічно слід встановити номер (мітку) першого вири̂  
та номер (мітку) останнього виразу групи виразів, які бажано помісі! 
ти перед виразом, вказаним раніше, і натиснути клавішу Enter, піел 
чого вказану групу виразів буде поміщено перед заданим виразом.

Запитання для самоконтролю
1. Як розпочати роботу з програмою DERIVED
2. Як отримати довідкову інформацію щодо послуг програми DERIVE!
3. Вікна яких типів використовуються при роботі з програмою DERIVE!
4. Як звернутися до потрібної послуги програми DERIVE!
5. Як вводяться вирази до алгебраїчного вікна?
6. Які константи можуть бути використані у виразах?
7. Які операції допустимі при побудові виразів і як вони позначаються?
8. Які функції можуть бути включені до виразів?
9. Як вилучити один чи кілька раніше введених виразів?

10. Як перемістити вказівник з наявного на потрібний вираз, не перебираючи інші вирази?
11. Як перемістити групу виразів на інше місце?
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Вправи для самостійного виконання
І Ввести до алгебраїчного вікна вирази.

( * 2 - З лг + 7; со$2(х) + 5іп(дг2); -р =--е  2 ; 1<д;2 (2х -  V* +1): агссо5(5Іп(1 - х 2));
л/2л:

|  | де2 — 5дг + 6 |; 1/(1 + х2); ^ біпСх2)+  С05(х2).

2 Перемістити вказівник виразів на вираз з міткою 2: .
' Помістити вирази з мітками 1:, 2: перед виразом з міткою 12: 
і Вилучити з алгебраїчного вікна вирази з мітками 3:, 4:, 5 :.
І Ввести до алгебраїчного вікна константи: ж, -ао, +°о, е.
і. Ввести до алгебраїчного вікна вирази:

sin(O), sin| |, sinj ~  j, arcsin(O), arcsin(l), arcsin|

j arccos(l), arccos

u  

2

arccos(O),( y j ,  cos(O), cosf-^-nj, 

arccos^yj, tg^ -jj, arctg(O), arctg(l), arctg(-co),

I  arctg(+oo).
7, Ввести вирази:
Г log210, logio2, logj3, log35, lg20, lg52, lg(-x), lg(-3).

§ 24. Оголошення імен констант, змінних і функцій. 
Введення елементів векторів і матриць

І  Часто буває зручно замість багатократного безпосереднього по- 
тірня зображень деяких констант чи виразів присвоїти їм певні імена 

І {Позначення) і далі, де необхідно, використовувати такі константи чи 
«нрази, вказуючи відповідні імена.

Щоб присвоїти ім’я константі чи виразові, а також вказати тип 
імінної, слід скористатися послугою Declare.

При зверненні до підпункту Declare на місці головного меню 
шляється підменю

DECLARE: Constant Function Variable Matrix vectoR.
І Іри зверненні до підпункту Constant з’являється запит 

DECLARE CONSTANT name:.
відповідь необхідно ввести ім’я константи, яке повинно починатися 

І літери і містити лише літери і цифри.
Після введення імені константи з’являється запит 

DECLARE CONSTANT value:.
і V іідповідь слід ввести значення константи, після чого в алгебраїчно­

му вікні з’являється запис виду:
D: =знач,

at І) -  вказане ім’я константи, знач -  послідовність символів, що ви­
вчають значення константи. Далі у виразах замість значення конс- 
4И і и можна використовувати її ім’я (позначення), аналогічно до того, 

І С У різних формулах використовується позначення п числа
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1
3.141592..., позначення е числа 2.718281828... і ін. (рис. 2.3, вирази 8 
9:).

При зверненні до підпункту Function з’являється запит 
DECLARE FUNCTION пате: .

У відповідь слід ввести ім’я функції, яке утворюється за тими ж ПРА­
В И Л ами, що й ім’я константи.

Після введення імені функції з’являється запит 
DECLARE FUNCTION value:.

У відповідь слід ввести вираз, який визначає функцію. В результаті 
цього в алгебраїчному вікні з’являється запис виду

F(x,y,z,...):=0,
де і7 -  вказане ім’я функції, Ф -  введений вираз, х,у, z, ... -  змінні, цін 
входять до виразу Ф. Далі замість конкретного виразу можна викорік 
товувати його ім’я (див. рис. 2.3, вирази 11:, 12:).

При зверненні до підпункту Variable з’являється запит 
DECLARE variable: .

У відповідь слід ввести ім’я (позначення) змінної, після чого з’яшіа 
ється запит

DECLARE:Domain:Positive Nonnegative Real Complex Interval.
При зверенні до підпунктів Positive, Nonnegative, Real, СотрІЩ 

змінній присвоюється відповідний тип (додатна, невід’ємна, дійсні 
комплексна) та встановлюються відповідні інтервали зміни ((0;
[0, оо), (-оо, оо)). При зверненні до підпункту Interval з’являється заии 

DECLARE: Bounds: а (<) <v (<) <b, 
де v -  вказане ім’я змінної, а , Ь -  вказані раніше межі даної змінної 
відповідності до її типу, <, < -  знаки нерівності, причому, в дуж 
взято знак нерівності, який відповідає раніше встановленим обмежо(| 
ням для змінної. Наприклад, якщо змінну v раніше було оголошено 
невід’ємну, то запит матиме вигляд

DECLARE: Bounds ()<(<) v (<) <.
Далі, якщо необхідно, слід вказати нові числові значення меж ці 

ни змінної з вказаним іменем. Щоб перейти при цьому від знака 
знака <, використовується клавіша Space Ваг (пропуск), щоб переіі 
від лівої пари знаків <, < до правої чи навпаки, використовується к 
віша Tab.

Вказані типи змінних та межі їх зміни згідно до програми 
пам’ятовуються і зберігаються доти, поки їх не буде змінено щот 
вказаним способом. При оголошенні типу змінної в алгебраїчної 
вікні ніяка інформація не подається.

При необхідності ввести вектор чи матрицю використовую!'! 
підпункти vectoR чи Matrix пункту Declare.

При зверненні до підпункту Matrix з’являється додатковий запиі 
DECLARE MATRIX: Rows:3 Columns:3.
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1 2

DECLARE: Constant Function U a ria b le  M atrix  uectoR

Compute tim e: 0 .0 seconds
I Approx(12 )  F re e : 100*2 D e rive  Algebra

Рис. 2.3
У нідповідь слід ввести кількість рядків (ціле число) та К ІЛ Ь К ІС Т Ь  СТО В­
ПЧИКІВ (ціле число) у матриці, що оголошується, 
п Перехід від підпункту Rows до підпункту Columns і навпаки здійс- 

Лоється за допомогою клавіші Tab.
В Слід мати на увазі, що т \ п -  цілі числа. Якщо для т і п вводяться 
Мс цілі значення, вони округлюються до цілих. Якщо ж вводиться чи- 

іо нуль або вираз, що містить змінні, видається повідомлення про 
помилку і знову пропонується ввести значення т чи п.
► Коли введено кількість рядків і кількість стовпчиків матриці, 
Vпиляється додатковий запит

MATRIX element:0.
V відповідь слід ввести тхп виразів, що визначають елементи матри­
ці, де т -  кількість рядків, п -  кількість стовпчиків.

8 результаті цього в алгебраїчному вікні з’явиться матриця у ви- 
1 іч і і :

ф̂11 Ф̂12 Ф
ф̂21 Ф̂22 Ф■■ ^2 п

Фі»1 Ф̂m2 .. Фти
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LI1 Cx)
12:

13:

14:

a b

+ b a -  b

a b
------  a

b

a b

LOG (а , b)

r 2 2 ^15: y ,  x  ♦  у  ,  | x |  ♦  | y | J

16: SIM (5 f )

SIN ( f  )
17:

DECLARE: Constant Fu n ctio n  V a r ia b le  M atrix  uectoR

En ter option 
User E:G0LD1.MTH F r e e : 100X D eriu e Algebra

Рис. 2.4
де 0jj -  введений вираз, що визначає елемент в /-му рядку і в j -му 
стовпчику (див. рис. 2.4, вираз 14:).

При зверненні до підпункту vectoR з’являється додатковий запит 1 
DECLARE VECTOR: Dimension:.

У відповідь слід ввести розмірність вектора (ціле число), після моя 
з’являється ще один запит

VECTOR element:.
У відповідь слід ввести п виразів, що визначають елементи вектора, Я  
п -  вказана розмірність вектора.

В результаті в алгебраїчному вікні з’являється подання вектори І  
вигляді: [Фи Ф2, ..., Ф„] де Фи Ф2, ..., Ф„ -  введені вирази, що виїш 
чають елементи вектора (див. рис. 2.4, вираз 15:).

Запитання для самоконтролю
1. Як присвоїти ім’я: константі? функції? змінній?
2. Як з використанням послуг програми DERIVE встановити тип змінної?
3. Як вказати межі зміни деякої змінної?
4. Як ввести матрицю розмірності 3x5?
5. Як ввести вектор розмірності 5?

Вправи для самостійного виконання
1. Присвоїти вказаним константам вказані імена:

л^тс - 5 1 ;  V 2 - 5 2 ;  1 .4 1 -5 3 ;  2.57312948992004 -  W.

4 ,  Присвоїти вказаним функціям вказані імена:

. J l - x 2 -VA; — ln t-s in (s in (T 2) + cos(jc2) - 4 t )  -  W1; УІЇ+х + х 2 +х 3+х 4 -  VS;

Jlog2(l + y/l + х +х4 )
■ W2.

+ х ‘
). Ввести до алгебраїчного вікна матриці:

' 1 2 -1 0 4
"і  0 3 7 2 ' a b c

- 1  3 ; 2 5 1 ■ - 3 5 4 9 - 1 і е /  8
0 - 2  7 X у  Z

■  Ввести до алгебраїчного вікна вектори: [0 ,1 ]; [х, у, z]; [a, b, с, cl, e , f  ; [ -5 , 3 ,2 ,4 ,  5].

§ 25. Конструювання виразів
З програмі DERIVE передбачено можливість конструювати вирази 

И виразів, що введені раніше чи вводяться заново. З цією метою вико- 
'мгговуються послуги Build та Calculus.

При зверненні до пункту Build (build -  побудувати) на місці голов­
ного меню з’являється повідомлення

BUILD first expression: #п,
Ш п -  номер виразу, на якому було встановлено вказівник 
мщсвічений прямокутник, який можна переміщувати в алгебраїчному 
•ІКііі, використовуючи клавіші управління курсором Т, і ,  -»), знак 
< означає номер. Номер першого виразу, який буде використовуватися 
іри конструюванні нового, можна вказати з клавіатури, якщо серед 
чіразів, які подано в алгебраїчному вікні, є потрібний. Якщо такого 
"іфазу немає, його можна ввести з клавіатури, як звичайно 
іиіісредньо вилучивши символи #п). Номер виразу #п автоматично 
иіцюється, якщо переміщувати вказівник виразів вгору чи вниз (за 
юііомогою клавіш управління курсором). Крім того, вираз можна 
родити не весь, а лише його частину, для чого слід встановити вказі- 
•инк виразів (за допомогою клавіш управління курсором Т, і ,  , -») 
<| Відповідну частину виразу і далі натиснути клавішу Enter.

Після того як вказано на вираз чи його частину або введено з клаві- 
«гури номер раніше введеного виразу чи новий вираз і натиснуто кла- 
Шу Enter, на місці меню з’являється повідомлення (рис. 2.5):
і II.D: Operator: + - * / л . ' = Minus Recip Ln Exp Tan Sin Cos Atan ! % 

Done Select operator.
Серед вказаних операцій і функцій є двомісні (+, -, *, /, л, •, =), при 

'•Пишанні яких потрібно вказувати два операнди, і одномісні (', Minus, 
И'ір, Ln, Exp, Tan, Sin, Cos, Atan, !, %), при виконанні яких досить 

<міпги один операнд. При цьому знак ' означає операцію транспону- 
МНіїи матриці, знак • означає скалярний добуток векторів, добуток
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матриць чи звичайний добуток чисел, Recip -  величину, обернену до 
даної.

Якщо вказано двомісну операцію (для чого слід перемістити вказі­
вник операцій (підсвічений прямокутничок, див. рис. 2.5) на позна­
чення потрібної операції і натиснути клавішу Enter), в рядкові підкп 
зок внизу екрана з’являється повідомлення

BUILD next expression: #п.
Після того як вказано наступний вираз (цілком аналогічно до попе­

реднього), в рядкові підказок знову з’являється рядок 
BUILD: Operator: + - * /  Л. ' = Minus Recip Ln Exp Tan Sin Cos Atan ! % 
Done,
при цьому вказівник операцій встановлюється на слові Done. Якпіи 
побудову виразу закінчено, досить натиснути клавішу Enter, після чо­
го так утворений вираз з’являється в алгебраїчному вікні. Якщо ж по 
будову виразу не закінчено, наступні операції і вирази, з яких кои 
отруюється новий, вводяться цілком аналогічно до попереднього. 

Якщо вказується одномісна операція, то повідомлення 
BUILD next expression: #п

не з'являється і вказівник операцій одразу встановлюється на сло|іі 
Done. Далі можна продовжити побудову виразу аналогічно до попери 
днього чи закінчити її, натиснувши клавішу Enter.

При зверненні до пункту Calculus на місці головного меню на ск«| 
рані з’являється підменю (рис. 2.6):

CALCULUS: Differentiate Integrate Limit Product Sum Taylor.
При зверненні до підпункту Differentiate на екрані з’являється ти 

відомлення
Differentiate expression: #п.

На місці #п можна вказати номер одного із виразів, що вже введеш 
або ж ввести потрібний вираз, як і раніше.

Після того як вказано вираз чи його номер або введено новий пН 
раз, на екрані з’являється запит

DIFFERENTIATE variable: х.
У відповідь слід вказати позначення змінної, за якою необхідно викЛ 
нувати диференціювання.

Далі з’являється запит
DIFFERENTIATE order: I.

У відповідь на нього слід ввести порядок похідної, яку необхідно 4Н 
значити.

Коли введено відповіді на всі запити програми, до раніше введені« 
виразів додається новий у вигляді

і

1:

г.

3:

1 :

S:

2 2
X * у * X + 6 у 

SIN Сх)

X

2 2
X * у * X * 6 у

Гх, у]

2

HIIILD: O perator: + -  *  /

■ e le c t  operator 
Huer

Minus Recip Ln Exp Tan S in  Cos Atan ! и Done 

fre e  : 1 № у. D erive  Algebra

Рис. 2.5 
2

■ I te r  o p t io n
E.GOLDl.MTH Fre e :10 0 x  D eriu e Algebra

Рис. 2.6
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де v -  змінна диференціювання, т -  порядок похідної, Ф -  вираз, що 
підлягає диференціюванню (див. рис. 2.6, вираз 3:).

При зверненні до підпункту Integrate внизу екрана з’являється за­
пит:

Integrate expression: #п.
Вираз, що підлягає інтегруванню, вводиться аналогічно до попере­

днього. Далі з’являється запит
INTEGRATE variable: х.

У відповідь слід вказати змінну інтегрування. Після цього з’являєтьс* 
запит

INTEGRATE: Lower limit: Upper limit:, 
у відповідь на який слід ввести межі інтегрування у вигляді деяких 
виразів (зокрема чисел чи змінних). Щоб перейти від пункту Lower 
limit до пункту Upper limit або навпаки, слід натиснути клавішу Tab. Н 
результаті цього в алгебраїчному вікні з’являється новий вираз у ви- 
гляді (див. рис. 2.6, вираз 4:):

14>dv,

це Ф -  вказаний вираз, v -  змінна інтегрування, а -  нижня межа, b 
верхня межа інтегрування.

Якщо межі інтегрування не вказувати і одразу натиснути клавішу 
Enter, то з’явиться новий вираз у вигляді невизначеного інтеграл»]
J Ф Л  (див. рис. 2.6, вираз 5:).

При зверненні до підпункту Limit у рядку підказок з’являється те*
пит

LIMIT exspession:.
У відповідь слід ввести необхідний вираз аналогічно до попереднього 

Далі з’являється запит
LIMIT variable:.

У відповідь необхідно ввести позначення змінної, за якою буде обчХ 
слюватись границя. Після того як вказано змінну, з’являється запит 

LIMIT:Point: 0 From: (Both) Left Right 
Enter limit point.

У відповідь на нього слід ввести вираз, до якого наближатимем 
змінна, та вказати тип границі (двостороння, границя зліва, границі 
справа), яку необхідно знайти. Щоб перейти від пункту Point: до пу 
кту From-, і навпаки, необхідно натиснути клавішу Tab. Вибір підпу 
ктів Both, Left, Right здійснюється так само, як і вибір пунктів буДІ 
якого іншого меню чи підменю. Після того як вказано значення ЗМІН 
ної та тип границі, в алгебраїчному вікні з’являється новий виразГ
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ічігляді lim Ф чи у вигляді lim Ф , якщо вказано LEFT (границя зліва),
V —> а V—»а-

лі lim Ф якщо вказано RIGHT (границя справа) (рис. 2.7, ^ирази
Г v->a+

ft:, 7:).
При зверненні до підпункту Product (добуток) на екрані з’явлЯється 

'Щ И Т

PRODUCT exspression: # п.
У відповідь необхідно ввести досліджуваний вираз аналогічно flO П0’ 
переднього. Після введення виразу з’являється запит

PRODUCT variable: х.
V відповідь слід ввести змінну, за якою буде відбуватися перемНожУ~ 
•»пня. Далі з’являється запит

PRODUCT: Lower limit: Upper limit:.
V відповідь на нього потрібно ввести вирази для нижньої та верхньої 
Це ж, в яких буде змінюватися параметр перемножування. В резуг>ьтаті 
HMU'o в алгебраїчному вікні з’являється новий вираз виду

П<*>.
W Ф -  вказаний вираз, v -  параметр перемножування, а, b -  виРазИ’ 
но визначають відповідно верхню і нижню межі параметра v (рис- 2-8, 
чіраз 9:).

І Іри зверненні до підпункту Sum (сума) на екрані з’являються 
її, аналогічні запитам підпункту Product, в яких замість слова Product 
інігь слово Sum. Після введення відповідей на запити в алгебраїчн0" 

■і) вікні з’являється новий вираз виду
Ь

V-C1

*♦ Ф - вказаний вираз, v -  параметр підсумовування, а, b -  вирази, щ0 
Міначають відповідно верхню і нижню межі параметра v ( Д и в - 

■ ,2 .8 , вираз 10:).
При зверненні до підпункту Taylor з’являється запит 

TAYLOR expression: #п.
У відповідь на нього аналогічно попередньому слід ввести вираз, ДДЯ 
чини потрібно знайти кілька перших членів його розкладу в ряд Т еи~ 
■ і .  Далі з’являється запит

TAYLOR variable: х.
і іОшовідь на який слід вказати змінну, за якою необхідно одержіД111 
ЦЦпііід вказаного виразу. У відповідь на наступний запит:

TAYLOR: Degree:5 Point:0
" і ввести бажаний найвищий показник степеня змінної в отримура' 
Ш ‘пснах розкладу в ряд Тейлора та вираз для значення змінно *? 8
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"колі якого необхідно виконати розклад. Після відповідей на всі запи- 
іи в алгебраїчному вікні з’являється новий вираз у вигляді

TAYLOR (Ф, v, а, т),
тс Ф -  вказаний вираз, v -  змінна, за якою виконується розклад, а -  
шіраз для значення змінної, в околі якого виконується розклад, т -  
Пишний найвищий порядок членів розкладу (див. риє. 2.S, вираз 11:).

і

і
)
4
4

Запитання для самоконтролю
Які послуги програми DERIVE можуть бути використані для конструювання виразів із ра­
ніше введених чи тих, шо вводяться заново?
Які операції передбачено в пункті ВиіїсР 
Які операції передбачено в пункті Calculus?
Скільки операторів пункту Build можна використати при конструюванні нового виразу? 
Як сконструювати вирази виду:

И т 0/ ( х ) ;  ^ - / ( х ) ;  \f(x)dx-, \ f (x )d x ; £ / ( * ) ;  Ц / ( А ) ;  TAYLOR (Ах), х, 0,5)?

Вправи для самостійного виконання
І Ввести вирази: х; 2; л; VA(x):= х2 + cos(x); к.

і користавшись послугами Build і Calculus, із введених виразів сконструювати вирази:

, |іп(х2);

і  . З 2 Г + х — X

sin(x2): f x 4 sin (x)dx', fcosf —  \dx: lim s‘nAr; . f І g x2,1dx:
{ 3 \ 2 j  г

1 (  і Л 2/J3 ГТ ----------- ю ,

2 x - 2 ;  j J e x<Pr <ft; J — arctg(vx2 - l )dx\ j VA(x)dx; p j ------- ;
- IV - , )  і 71 * = i 31 + 1

T(sin(Æ) -  (sin(A -1 ));  TAYLOR (sinx, x, 0, 7); TAYLOR (cosx, x, 0, 6).
Ml

H  Ввести матриці
a b c V w

e f  g > x y

P 4 r t s
* вектори [і, j £ , [1, « и], [w, n) і сконструювати вирази:

a b c V w a b c V w

e f  g X y > e f  g ■ [', j ,  *]> x y

P Я r t s p q r_ t s
■ Im, n], [l, о, и] ■ [і, j ,  к].

§ 26. Розкриття і спрощення виразів
ІДоб перетворити або спростити вираз, у програмі DERIVE пере­

сичено послуги Expand (розкрити вираз) та Simplify (спростити ви­
сі).

При зверненні до пункту Expand з’являється додатковий запит 
EXPAND expression: #n.
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COMMAND : A lgebra Center D elete H elp Moue O ptions P lo t  Q u it S ca le  T ic k s  Hindu«
Zoom

En ter option
Cross x :0  y ; l S ca le  x : 6  y : 0 5  D eriu e ZD-plol

V відповідь на нього слід ввести відповідний вираз одним із раніше 
іказаних способів. В результаті цього в алгебраїчному вікні з’явля- 
іться новий вираз, перетворений відповідно до набору і послідовності 
операцій, вказаних у попередньому виразі.
* При зверненні до пункту Simplify з’являється додатковий запит у 
ічігляді

SIMPLIFY expression: #и 
Enter expression.

У відповідь слід вказати вираз, що підлягає спрощенню.
* Дія цього пункту аналогічна до дії пункту Expand.

При необхідності обчислити значення числового виразу слід звер­
нутися до послуги арргоХ.

При зверненні до пункту арргоХ з’являється додатковий запит у 
«НІ ляді

APPROXIMATE expressions: #п 
Enter expression.

У відповідь на нього слід ввести вираз, значення якого необхідно об­
пилити.

Приклади
Рис. 2.9

4 :

5 : COS (х)

6 : SIN Сх>

7 : I COS (х ) dx

8 : SIN Сх)

Z

9: J  COS ( x l dx
1

10 : SIN (Z ) -  SIN ( 1 )

1 1 :  0.067BZ65

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D e c la re  Expand Fa cto r Help Jump soLue Managrf 
O ptions P lo t  Q uit Remove S im p lify  T ra n sfe r moUe Window approX 

Compute tim e : 0 .0 secondsApprox (10 1 Free : 100X D eriu e Algebi

Р ис. 2 .1 0

:

Якщо побудовано вираз lim------- , то після звернення до послуги
*-*° X

tpand одержимо значення вказаної границі -  1 (див. рис. 2.9).
dЯкщо побудовано вираз
dx

cos(x), то після звернення до послу-

ги Expand одержимо шуканий результат -  третю похідну від функ­
ції cos(x) -  функцію sin(x) (див. рис. 2.9).

І Якщо введено функцію cos(x) і побудовано вираз |cos(x)(/x, тоді
після звернення до послуги Expand одержимо первісну до функції 
ws(x) -  функцію sin(x) (див. рис. 2.10, вирази 7:, 8:). Якщо ж побу-

2

ДОвано вираз J cos(x)<7x, то після звернення до послуги Expand бу-
і

де одержано sin(2) — sin(l). Після звернення до послуги арргоХ 
одержимо значення виразу sin(2) -  sin(l) -  число 0.0678265 (див. 
рис. 2.10, вирази 9:, 10:, 11:).

1 І Ісхай потрібно обчислити
2/VJ п: ____
J — arctg|V/2 -1  jdt.
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Ііведемо до алгебраїчного вікна вираз arctgjV^2 -  1 j і далі (з

k
ви-

истанням послуги Integrate пункту Calculus) побудуємо вираз (рис. 
1, вираз 13:)

J ^ « e te (V fJ -\)dh

іисрнувшись до послуги Expand (вказавши при цьому на вираз 13:), 
■держимо

1 УЗ 1п(3) 
З 2л

користавшись далі послугою арргоХ, одержимо шукане значення 
0304850 (див. рис. 2.11).
V Якщо введено вектори [а, Ь, с] і [х, у, z] і побудовано вираз 

[a,b,c].[x,y,z'\, то після звернення до послуги Expand одержимо 
скалярний добуток вказаних векторів (рис. 2.12): xa + yb + zc.

І Іехай введено матрицю
а
с

Ь
d

та вектор [х, у ] і за допомогою по­

слуг пункту Build побудовано
а
с

b
d [*>у\

Після звернення до пункту Expand одержимо [ха + yb, хс +yd] (див. 
рис. 2.12).
Якщо побудовано вираз TAYLOR (sinx, х, 0, 5), то після звернення

х3 х5По послуги Expand одержимо х -------1------(рис. 2.13), а для

х 2 х4TAYLOR (cosx, х, 0, 4) -  1----- + — .
2 24

І її хай у вікні типу Algebra є вирази 
ічп(1),

Ш/3*рі*2Л3,

І Ш  x 'd x .

■■Іс і осовуючи операцію Approximate до кожного з цих виразів, по- 
4>ітію одержимо відповідні значення (рис. 2.14):
МНИ 470,
■ з .я ю з,
Н||.(|()666.
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Запитання для самоконтролю
І. Як вказати вираз, який необхідно перетворити чи спростити?
2 Як з використанням послуг програми DERIVE отримати значення виразу?
3. Чи досить скористатися послугами пункту Calculus для того, щоб:
І а) обчислити границю?
І б) знайти похідну від заданої функції?
J в) знайти первісну до заданої функції?
І  г) обчислити визначений інтеграл?
І  д) обчислити скалярний добуток векторів?
І  е) обчислити добуток матриці на вектор?

ж) отримати кілька перших членів розкладу заданої функції в ряд Тейлора?

Вправи для самостійного виконання
Використовуючи послуги програми DERIVE, обчислити:

lim(l + x ) l/> ; lim f— -----—
»-.o' »~*о! j — cosx

( \ \ 
Х+-Є

V

1; Н ш  — ■ *  -  ; І і т « * - 4 ; d  1 — де I n * ;
1 , - * - 1 1 + х 3 * -» (  1 - х d x

Л  f  л f j a 2 X і  d x
f d x

J  1 +  X  +

і+г1" 

; J sin ’ xdx\
Ш '

fcosY alx; [ 1 - е 2 dx для а =  1, 2, 3 .4 , 5; f --------—--------; f - nA^ dx\ f
\ U 2І  \  ( x - l ) U - 2 )  J x J

dx

I f —— r-; [1,2,3 ] - [ 3 , - 2 , 1]; [ x , y ] [ - y ,  x]; J[a, b, c] [a, b, с] дляа =  0 ,6  =  l , c  =  0 ,a =  1, 
1 1 + x

'l 3 5 ' ' 0 -1  2 1 1 A Y X

4 7 - 1

2 6 9

- 2

- 3

1 4

5 7

1 — 0

3 - 5  4_
5

2

; [a, b. c] У
z

[ x ,y ,z \

І, (найти перші 5 членів розкладу в ряд Тейлора в околі точки х = 0 таких функцій: 

чаг, cost; l n ( l + х); ех: sinfx2); хех; е~х*; -Jl + x  + x2 + х } ; Л іт : :  cos(sinx); sin(cosx).

§ 27. Розклад чисел і виразів на множники
При необхідності розкласти число, многочлен, елементи вектора 

н матриці на множники використовується послуга Factor.
І Іри зверненні до пункту Factor (розкласти на множники) з’явля-

Ч.ГИ додатковий запит
Factor expession: #п.

V відповідь на нього слід ввести вираз, що підлягає розкладанню. В

Є легаті цього одержують розклад вказаного виразу на множники.
ю у виразі є вектор або матриця, то розкладається на множники 

Btcil елемент вектора чи матриці.
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Якщо елементи, що підлягають розкладу на множники, є виразами, 
іцо містять змінні, то після введення виразу у відповідь на запит 
Factor expression: #п з’являється додатковий запит 
FACTOR: Amount: Trivial Squarefree Rational raDicals Complex 

Select amount o f factoring.
У відповідь слід вибрати бажаний тип розкладу: 
і Trivial -  найпростіший, незначний (винесення спільного множ­

ника за дужки),
і; Squarefree- вільний від коренів,

Rational -  раціональний, 
raDicals -  в радикалах,

[ Complex -  в комплексних числах,
1 натиснути клавішу Enter, після чого в алгебраїчному вікні 
■»'являється результат.

Приклади
І. Якщо під номером 12: введено вираз ЗО, то після звернення до по- 

і іуги Factor одержують 13: 2*3*5.
І  Якщо під номером 14: введено вектор 14: [16, 24, 70], то після зве­
дення до послуги Factor одержують (рис. 2.15)
IS: [24, 23*3 , 2 * 5 * 7].

На рис. 2.15 показано, як розкладаються на множники елементи 
ми іриці (з міткою 16:) після звернення до послуги Factor (матриця з 
игкою 17:).
І, Якщо під номером 5: введено вираз
V V5 + х4 -  18т3 + 11т2 + 1 \х + ЗО і звертаються до послуги Factor, вка- 
тиіни на вираз 5: та тип розкладу Rational, одержують 
Л; (х -  3)(х -2)(х + 5)(х2 + х + 1).
1, Нехай потрібно розкласти на множники многочлен 
1; Vі + Xі -  х2 -  2х -  2.

Тоді в залежності від вказаного типу розкладу одержують (рис.
І 16):
Щуіаі: 5: х4 + х3 -  х2 -  2х -  2;
Шшге/гее: 6: х4 + х3 -  х2 -  2х -  2;
Щіііопаї: 7: (х2 + Ох -  2)(х2 + х+  1);
іФісаЕ: 8: (т - л/2 ) (т + л/ 2 ) (т 2+ т  + 1);

і рІех_ 9 . _  ( т - У 2 ) ( т  +  У 2 ) ( - ( 2 т  +  1) +  / У з ) ( т  +  1 / 2  +  / У з / 2 )  _

Запитання для самоконтролю
Для чого призначено послугу Factor?
>ІК вказати бажаний тип розкладу на множники виразу із змінними?
Я< виконується послуга Factor, якщо встановити вказівник виразів: на вектор? на матрицю? 
ти поліном?
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2.

3.

1.
Вправи для самостійного виконання

Розкласти на прості множники числа:
76; 147; 218; 321; 459; 518; 1048; 5024; 7739; 10492. 
Розкласти на множники многочлени:

З , 3 . . 4 , 4 . , 5X + 1, 4X‘ - І, X + 1, X -  1, X + 1, X 
кожного розкладу: trivial, squarefree, rational, radicals, complex. 
Розкласти на множники вирази:

2 2 л 2 і і __ 2 __ _, t л -ї+з

і 5 . 2 -  . ,  4 З
■ 1, JC +  1, X -1х+ 6, X -х -

2 2 2 
М V  т  MV 2 Т 2 ■ U  V  - L U  - 2и + V + 2, 2cos х - 2cosx +  1, 2*

2* + JC-

дг +_у

2, вказавши для

2 . 2 cos х -  sin х.

§ 28. Розв ’язування рівнянь
Для відшукання аналітичних розв’язків деяких рівнянь в програмі 

DERIVE призначено послугу soLve.
При зверненні до послуги solve з’являється додатковий запит у ми 

гляді
SOL VE expression: # п.

У відповідь на нього необхідно вказати один із раніше введених вири 
зів чи ввести новий.

Якщо при цьому вказано вираз виду Ф1 = Ф2, то розв’язується ві/м 
повідне рівняння. Якщо ж вказано вираз виду Ф1, то розв’язуєтиі 
рівняння виду Ф1 = 0. Якщо у вираз входить кілька змінних, Я 
з’являється додатковий запит у вигляді

SOL VE variable: .
У відповідь на нього необхідно вказати змінну, відносно якої сап 
розв’язати рівняння. Якщо ж до виразу входить лише одна змінна, я  
рівняння розв’язується відносно цієї змінної.

Приклади
1. Нехай було введено вираз 
8: х2 -  5х -  6 .

Після звернення до пункту soLve і вказування на вираз # 8 одеріиуі 
ють

9: х = -1,
10: х = 6 .
2. Якщо було сконструйовано вираз (з використанням пунш 

Calculus)
X

11 : J td t,
-\ ш

то після звернення до пункту solve і вказування на вираз #11 одерля 
ють
1 2 :  jc =  1 ,

13: jc = -1 .
3. Якщо за допомогою послуги Build було побудовано вираз 
16: х2 = 25,

ю після звернення до пункту solve і вказування на вираз #16 одержу- і гься
17: х -  5,
18: х = -5 .
4. Якщо було побудовано вираз

19: I  tdt = х 2,
І _1

Ю після звернення до пункту soLve одержується 
.’(): х = і ,
21: х -  - і .
5. Після звернення до пункту soLve і вказування на вираз #22
L х

В: J tdt = х 
В -і

одержується
ПІ х = \ - 4 і ,
м х = 4 Ї + 1.
6. Якщо було побудовано вираз 
m x y - z  +1,

«У у одержується
в■ :  у  = ---------

-

і ■, лкщо оуло побудовано вираз 
9: Ох + 1 -  w + 0 ,
го після звернення до пункту soLve і вказування на вираз #35 та змін­
ну tv одержується 
Щ: w = 1 .
І Якщо ж вказати на змінну х, видається повідомлення: No solutions 
m d  (розв’язків не знайдено), подається звуковий сигнал про нестан-
цугну ситуацію чи помилкові дії і відбувається перехід до головного пеню програми.

І. Якщо було побудовано вираз 
к  ах2 + Ьх + с ,
м після звернення до послуги soLve і вказування на змінну х одержи-|§

b іуА а с-Ь 2Н е  = ----------------------
2а 2 а
b ілІАас-Ь29  х = — + ------------

2 а 2 а
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При вказуванні на змінну а одержимо

40: а = - Ьх +с

на змінну Ъ -

41: Ъ = - ах + с
х

на змінну с -  
42: с = -х(ах + Ь).
9. Якщо введено вираз 

43: | х -  2 | + | х -  1 | -1 ,
то звернення до послуги ьоЬує не дає результату. Разом з тим, очевн 
но, рівнянню | х - 2 |  + | х - 1 | - 1  = 0 задовільняє будь-яке хє[1 ,! 
(рівняння має безліч розв’язків), оскільки на проміжку [1,! 
\ х — 1 \ = х — 1, а І х  -  2 І = -(х -  2) = -х  + 2, тому при хє[1,
х -  2 І + І х -  1 1 = 1.

Запитання для самоконтролю
1. Якого типу рівняння можна розв’язати, скориставшись послугою solved
2. Чи можна за допомогою послуги solve  розв’язувати рівняння виду: Iognx = Ь2 а = />?
3. Чи можна розв’язати з використанням послуги solve рівняння з буквенними коефіцієнта» 

з числовими коефіцієнтами?
4. Як, користуючись послугою soLve, вказати, відносно якої змінної необхідно розв’язати рі 

няння, якщо до відповідного виразу входять кілька змінних?
5. Чи можна, користуючись послугою soLve, знайти комплексні корені полінома?
6. Чи означає, що рівняння в и д у /х )  =  0 не має розв’язків, якщо звернення до послуги soLvt 

дає результату?

Вправи для самостійного виконання
Використовуючи послугу soLve, розв’язати рівняння:

1. х2 -  8т + 9 =  0 — відносно х;
2. ах + by = с -  відносно у;
3. хі + 2хг - 4 х - 8  = 0-
4. lg х  -  41gx + 5 = 0 ;

5. 24х-5 -2 *  + 6  = 0;

6. (2х -  І)2 + (2х -  1)(х + 2) - 2(х + 2)2 =
7. (х -  2)2 + (2х + 1)(х -  2) -  2(2х + І)2

g Ут + 1 + Vx + l —2 _ q. 
д:

9. |х - і |г! ' 2і = | і - * і2~):;

10. | х - 2 Г 2- '  = і г - х р - " ;

11. l o g (х + 2) +1 = log ,.!  4;

12. log ,_2 (х  + 3) +1 = log,_2 6;

13. х 2 ----- —  = х  + 2;
х +1

’0; 
= 0:

14. V - x  ~ —̂ = =  І;
V - x

15. V ^ x — J =  = 2;
v - x

16. 41og2( V ^ x ) - 7 l o g 2( - x )  =1;

17. l o g , ( J ^ x ) - y ] l o $ , ( - x )  = 32’
2x +1 + V x2 - 4 x  +  4 ■18.

19. 2 log22.v+J(.loe; 2.v =32;

20. i/x  + V x+T T  + J x - - J x -  11

21. log2 x -  lo g , 4 = 1;

22.
( 5 x - 6 ) 2

1 =  0;
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25. \х+ 1 | +  | х -  1 1 + 1 je -  2 I =  2;
26. \x + 2\ + \x+ 1 | +  | j t -  1 | =  2.

14. Vjc +1 - 2 
л/2дг —10

§ 29. Розв’язування тригонометричних рівнянь
При розв’язуванні (з використанням послуги soLve) найпростіших 

ригонометричних рівнянь виду sin(x) = a, cos(x) = a, tg(x) = a, 
ig(x) = a за допомогою програми DERIVE подаються головні 

розв’язки цих рівнянь у вигляді, показаному на рис. 2.17. Інші 
розв’язки можна отримати, використовуючи відповідні графічні побу- 
фви або ж враховуючи властивості функцій sin(x), cos(x), tg(x), ctg(x) 
парність чи непарність, періодичність, величину періоду, відомості 
іро межі, в яких слід визначити значення х). Якщо програма не знахо- 
іить розв’язків рівняння, на екран виводиться вихідне рівняння в не­
міцному вигляді.

Приклади
Розв'язати тригонометричні рівняння 

I, sin(x) + cos(x) = 1.
'Іісля звернення до послуги solve одержимо X = 0 (рис. 2.18).

кзв’язки х -  2кп та х -  — + 2кл, к є Z, програма не визначає.

' sin(x) + cos(x) = 1/2.
Іісля звернення до послуги solve одержимо (див. рис. 2.18):

мп(х) + cos(2x) = 1.
Івернення до послуги solve не дає бажаних результатів, хоч, оче-

Кщо, рівняння має розв’язки х = 0+кк, х -  — \-2kn, k є Z. Якщо в
6

(Пункті Trigonometry пункту Manage встановити: Direction: Expand і 
•ward: Sines, вказаний вираз набуде вигляду -2sin2x + s і ru +1 = 1 
ап рис. 2.18), однак подальше звернення до послуги Solve, послуг 
Цріі/у чи Expand бажаних результатів не дає. В такому разі слід по- 
4'іити sin(x) через, наприклад, v і ввести до розгляду рівняння виду 
V + у + 1 = 1.
І Іісля звернення до пункту solve одержимо
1/2
о
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38: SIN (x) = a

39: x - ASIN (a)

40: COS (x) = a

4 1:

j

x =
n

-----------ASIN
2

42: TAN (x) = a

43: x = ATAN (a)

44: COT (x) = a

45: x = ATAM [ ± ]

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D eclare  Expand Fa ctor Help Jump soLve Manage 
Options P lo t  Q uit Remove S im p lify  T ra n sfe r moUe Window approX 

Compute tim e: И .1  seconds
S o lv e (44) E:G0LD2.MTH Free:9 2x  D erive  Algehre

Рис. 2.17
i ; .......  2

47: SIM Cx) COS Cx) = 1 

48: x  =  0

1
49: SIM Cx) * COS Cx) = ------

Z

Г J7 1 n
50: x = ATAN ------------------------l 7 J 4

5 1 :  SIM Cx) ♦  COS CZ x) = 1 

Z
5 2 : -  2  SIM Cx) * SIM Cx) «■ 1  = 1

2
5 3 : -  2  u * u + 1 = 1

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D eclare  Expand Fa ctor Help Jump soLve Manag 
O ptions P lo t  Q u it Remove S im p lify  T ra n sfe r moUe Window approX 

En ter option
User ErGOLDZ.MTH Free:9 2x  D erive  Algebf

Рис. 2.18
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Розв’язуючи тригонометричні рівняння 8Іп(х) = 0 та яіп(лг) = 1/2, 
одержимо розв’язки вихідного тригонометричного рівняння 
*Іп(х) + СОЗ(2х) = 1.
і У попередньому прикладі було виконано заміну у = зіп(х) (після 
того, як С08(2х) було подано через віплс: соз(2х) = соз2х -  зіп2х = 
* 1 -  2зіп2х).

Часто зручно тригонометричне рівняння звести до алгебраїчного,

скориставшись заміною v 

Тоді
' х

tg

cos
cos(x)

-  Sin" (хЛ
v 2 у _

- t g 2

cos
2 +Sin

f x
v2

2 sin
sin(x) =

cos

1+tg2

2tg

u

\X- J

cos
U y

+ sin" 1+tg2( A
c2y

1 - у 2
1+v2

2v
1 + v2

Розв’язавши (якщо вдається) отримане алгебраїчне рівняння відно­
сно у і скориставшись оберненою заміною х = 2arctg(v), можна знайти 
розв’язок вихідного тригонометричного рівняння.

Приклади
І, Розв’язати рівняння sin(x) + sin(x)cos(x) + cos(x) = 0.

Ісзпосереднє звернення до послуги soLve не дає результатів.

Поклавши у = tg , одержимо
J

r2v 2 у (1 -  у 2 ) 1 - у 2 п
- + ------ Л------ Z І~~ +  --------- - ■ =  0 ,

1+V2 (1 +  У 2 ) 2 1 + У
iv(l + v2) + 2 v ( l - v 2) + ( l - v 2)(l + y2) = 0,
Jv( І + у 2 + l - v 2) + ( l - v 2)(l + y2) = 0,
♦v + l - y 4 =0, v4 - 4 v - l  = 0.

Використання послуги soLve не дає бажаних результатів. 
Побудувавши графік функції у  = v4 -  4v -  1, бачимо, що рівняння 

В» 4v -  1 = 0 має два дійсні корені: V! «-0.249, v2 ~ 1.663.
Враховуючи, що х = 2arctgv, одержимо Х\ »-0.488 ± 2kn, 
3.088 + 2ЬгД=0,  1,2, ...
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2. Роз’язати рівняння
П  + лЛarctg(x) + arctg ------
V1 -х

+ arctg(l) = 0.

Безпосереднє звернення до послуги soLve не дає результату,

Однак, враховуючи, що arctg(x) + arctg(y) = arctg

1 + х

( х + у  л
ЗВІДКИ

arctg(x) + arctg(l) = arctg дане рівняння можна звести до І

2arctg 1 + х
1 -х

= 0.

з

X = -

Звернення до послуги solve знову не дає результату. Разом 

тим, з останнього рівняння слідує + * = 0. Звідки
1 - х

1 + х = 0 дає: Х| = - | J
1 - х

Застосування послуги solve до рівняння 

Х2 = 1/0.
Запитання для самоконтролю

1. Загальний чи частинний розв’язок тригонометричного рівняння одержується при викорис-1 
танні послуги soLve для знаходження розв’язку?

2. Чи означає, що тригонометричне рівняння не мас розв’язків, якщо звернення до послуги 
soLve не дає результату?

3. Як тригометричне рівняння можна звести до алгебраїчного?

Вправи для самостійного виконання
Розв’язати рівняння:

1. sin2x -  2sinx -  2cosx + 2 =  0;
2. tgx + cosx -  sinx = 1;
3. 2sin2x  + 1 =  3sinx;

4. sin2 x - —sin2x =  s in x -c o sx ;
2

5. 2 sin 2 x - s in 2 x  =  V 3 (s in 2 x -2 c o sx );

6. sin x + l = —sinx;
2

7. V l + sinx — Vi — sinx = 1 +  cosx;

„ cos4x  +  2 cos2x - 1

10. 2 s i n x - t g x + l  = ------- ;
cosx

11. 4 c o s x - c t g x - 1 = —Ї— ;
sinx

12. ^/tgx =  V 2sinx;

13. -Jctgx = л/з cosx;

14. cosx + sinx = V I - 2 cos2 x;

15. V c o s2 x -s in 4 x  = s in x -c o sx ;

(sinx +  l ) ( s in 3 x - 1) 

8 s in x c o s x s in 2 x - l  

> /3 -2 s in 4 x

= 0; . (  n
16. SHI X H----

l  4
= 0;

2 sin :' x - !

cos x - c o s x
• =  0 ;
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18. cos3x + cosx = 2;
19. sin2x +  sin4x =  2;

20. V l-co sx  = -sinx;

21. V1 -co sx  = -cosx;

22. 6cosx + 4sinx = —!— ;cosx
23. 3sinx + cosx = —-—.

sinx

§ ЗО. Тотожні перетворення виразів
6 Використовуючи послуги програми DERIVE, можна перетво­
рювати вирази від одного вигляду до іншого, подавати розв’язки рів­
нянь в різній послідовності та ін.

Коли необхідно вказати, в якому вигляді слід подавати вирази, 
розв’язки рівнянь тощо, використовується пункт Manage. Цей пункт 
містить у собі підпункти: Branch, Exponential, Logarithm, Ordering, 
Substitute, Trigonometry.

При зверненні до підпункту Branch з’являється додатковий запит у 
"игляді:

BRANCH: Principal Real Any 
Select preffered Branch for roots.

Цим пропонується вибрати бажаний порядок подання коренів. У від­
повідь на запит слід встановити вказівник на потрібний підпункт і на- 
ІВснути клавішу Enter. Вибраний підпункт запам’ятовується. В алгеб­
ричному вікні при цьому ніяких змін не відбувається. Далі при 
розв'язуванні рівнянь розв’язки будуть подаватися в послідовності, 
їм залежить від того, на який підпункт було вказано при зверненні до 
Послуги Branch.

Приклад
І Іехай в пункті Branch обрано підпункт Principal. Якщо далі до ал- 

чбраїчного вікна ввести вираз х5 + 1 і звернутися до підпункту Solve, 
І нигебраїчному вікні одержимо інформацію, показану на рис. 2.19. 
'Ікіцо ж в пункті Branch обрано підпункт Real, то при розв’язуванні 
чи о ж рівняння отримаємо інформацію, показану на рис. 2.20. Якщо 
брати підпункт Any, результат буде той же, що і при виборі підпунк­
ті Real.

Якщо розв’язувати рівняння де3 + 1 = 0, то при виборі підпунктів 
іуїнсгу Branch одержуємо відповідно
І »  . . , 1 S  . . 1 л/з .МИ Principal: х, = —+ -— і, х, = -1 , х, = ---------1,

І  2 2 2 3 2 2
L  , і 1 V3 . 1 л/з .

1*и Real: х, = -1 , X, х) = 2 ^ 1’

К . і & . і vt.рЛпу: х, =-1,  х2 = - - — і, х, = -  + — і.
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COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D eclare  Expand Fa cto r Help Jump soLve Manage 
O ptions P lo t  Q uit Remove S im p lify  T ra n sfe r moOe Window approX 

Compute tim e: 0 .2  seconds
S o lv e (4) E:G0LD2.MTH F r e e :100* D eriue Algebra

Рис. 2.19

1
4 5  -  1L  J Ü _ _ — 1
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x =  - 1

X  =

1:
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3 :
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5 :

6:

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D e cla re  Expand Factor Help Jump soLve Man»' 
Options P lo t  Q uit Remove S im p lify  T ra n sfe r moUe Window approX 

Compute t  ime: 0 . 1  seconds 
S olve C l)  E:G0LD2.MTH F re e : 100x D eriue A l g ^

Рис. 2.20
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В підпункті Exponential є три підпункти: Collect, Auto, Expand. В 
залежності від вибору підпункту степеневі і показникові функції по­
даються у різному вигляді.

Приклад
В залежності від того, на який із підпунктів вказано в підпункті 

Exponential, якщо ввести вираз ехр(х*у)А2 і далі звернутися до послу- 
і и Expand, одержимо: 
при Collect'. е2ху, 
і ви Auto : (еху)2, 
мри Expand'. (eX)f .
І Для виразу хА(аА2 + 2*Ь + с): 
мри Collect'. х а +2h+l\  
мри Auto: x"1+2b+c, 
мри Expand: хс (х4 )2 ха .

Послуга Logarithm використовується аналогічно. Наприклад, якщо 
«нести вираз log (хл2*ул8), то при зверненні до послуги Expand він 
(Вдаватиметься у вигляді відповідно: 
мри Collect'. 1п(х>'8),
при Expand: 21n(-sign(x)) + 81n(-sign(y))+21n(-x) + 81п(-у), 
при Auto: ln(x2y8).

І Іослуга Ordering використовується при необхідності вказати, за 
Степенями яких змінних слід упорядковувати вираз. Наприклад, якщо 
рп зверненні до послуги Ordering вказати змінні v, s, а потім ввести 

І «мрмз vA2 + v*s + vA3 * 5а2 + vA4 + s*v + sA3 + sA4*c + sA2 і звернутися 
ІЖлослуги Expand, одержимо v4 + y ’.v2 + v2 + 2vs + s4c + у + .v2.

Послуга Substitute (підставити) пункту Manage використовується, 
«Піці замість змінних, що входять до виразу, потрібно підставити де- 

| «мі інші вирази (зокрема, сталі).
Наприклад, якщо в алгебраїчному вікні вказівник виразів встано- 

Mflii на вираз 
Ці х2 -  5х + 7

^Вернутися до послуги Substitute та у відповідь на запит Substitute 
^Mfession:# вказати на вираз #45 і далі у відповідь на запит Substitute 

х ввести вираз vtan(v/2) +ln (v), в результаті отримаємо 
•*! (vtan(v/2) + ln(v))2 -  5(vtan(v/2) + ln(v)) + 7.

Якщо вказівник виразів встановити на вираз 
В *  + 2vs + s2 -  v -  2s + 5
Цсрнутися до послуги Substitute та у відповідь на запит Substitute 

fttrssion:# вказати на вираз #47 і далі у відповідь на запити 
Щип lute value: s та Substitute value: v відповідно на вирази
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З 2
3 : COS (2 х) + SIM (2 x)

6  4 2
8  SIM (x) «- 8  SIN Cx) -  2 SIM Cx) ♦  1

6  4 2
1 5 : 8  COS Cx) -  16 COS (x) ♦  10 COS (x) -  1

9:

COS ( 6  х) COS (4 x) 3  COS cz X ) 1

4 2 4 z

COS ( 6  х) COS (4 x) 3 COS (Z X ) і

4 2 4 z

6 4 z 2

8  COS (х) -  12  COS Cx) + 4 SIM (x) COS Cx)

COS ( 6  х) COS C4 x) 3 COS (2 X ) 1

4 Z 4 2

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D ecla re  Expand Factor Help Jump soLve Manage 
Options P lo t  Q uit Remove S im p lify  T ra n sfe r moUe Uindou approX 

Compute tim e: 0 .0  seconds
Expd(3) E:G0LD2.MTH F r e e :100* D erive  Algebra I

Рис. 2.21
log(x, у) -  xy та sin(xy) -  cos(x + у), в результаті отримаї мк
(sin(xy) -  cos(jc + у))2 + 2(sin(xy) -  cos(x + y))(log(x, y) -  xy) +
+ (log(xy) -  xy)2 -  (sin(xy) -  cos(x+y)) -  2(log(x, y) -  xy) + 5.

Послуга Trigonometry використовується, якщо необхідно вказяїи 
як слід подавати тригонометричний вираз. При зверненні до послиМ 
з’являється додатковий запит у вигляді

TRIGONOMETRY: DIRECTION: Auto Collect Expand 
Toward: Auto Sines Cosines.

Щоб перейти від лівої групи підпунктів до правої чи навпаки, ми 
користовується клавіша Tab.

Якщо, наприклад, встановити Expand і Sines, далі ввести ви|ч| 
(cos(2*x))A3 + (sin(2*x))A2 і потім звернутися до послуги Expand 
Simplify, одержимо (рис. 2.21)
4: -8sin(x)6 + 8sin(x; -  2sin(x)2 + 1, 
при Expand і Cosines той самий вираз cos(2x)J + sin(2x): подастьо| 
вигляді
5: 8cos(x)6 -  16cos(x)4 + 10cos(x)2 -  1 (запис cos(x)6 означає cos6(x)), 

Якщо встановити Collect і Cosines, одержимо
. cos(6x) cos(4x) 3cos(2x) 1 „ „ .6:---- -—  ----- і— -  + ------^ ^  + —, при Collect і Sines одержимо |

4 2 4 2
же результат (див. рис. 2.21, вираз 7:).
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При Expand, Auto одержуємо 
I: 8cos(x) -  12cos(x)4 + 4sin(x)2 cJ  8cos(x)° -  12cos(x)4 + 4sin(x)2 cos(x)2 + 6cos(x)2 -  1, 

при Collect, Auto:
» cos (6 x )  cos( 4 x ) 3 cos( 2 x ) 1

V ~ 4  2 *” 4 ~ "  + 2 ’
при Auto, Sines:

K|: -sin(2x)2cos(2x) + cos(2x) + sin(2x)2, 
при Auto, Cosines 

Ift cos(2x)3 -  cos(2x)2 + 1.
Запитання для самоконтролю

І, Як з використанням послуг програми DERIVE можна виконувати тотожні перетворення ви- 
' разів, до яких входять логарифмічні функції? показникові функції? степеневі функції? три­

гонометричні функції?
І, Як будуть подаватися вирази, що містять степеневі, показникові і логарифмічні функції, 

якщо в пункті Manage вказати на підпункти Exponential і Collect? Exponential і Expand) 
I  Logarithm і Collect? Logarithm і Expand)
І, Як будуть подаватися вирази, що містять тригонометричні функції, якщо в підпункті 

Trigonometry пункту Manage вказати на: Collect, Toward Sines') Expand, Toward Sines') 
L Collect, Toward Cosines') Expand, Toward Cosines') Auto, Auto? 

її Для чого призначено послугу Ordering?
Для чого призначено послугу Branch?
Для чого призначено послугу Substitute')

Вправи для самостійного виконання
Використовуючи послуги пункту Manage програми DERIVE, виконати тотожні перетворен­
ня виразів:

sin 2 а  +  sin 4 а  +  sin 6 а  +  sin 8а; 

sin5asin4a; 

cos4.v -  sin4xtg8x; 

sin4x +  cos4.vctg8x;

/tga + ^ c tg a

l^igâ-Vctga
—c o s 4 a — - c o s 2 a  +  —; 
8 2 8

, cos4x + 2 cos2 x -  1; 

(sinx+ l)(sin3x +  l);

i»eos4x + 2 s in ‘ x - 1;
1 ,  1 .  3

—cos4a  + — cos 2 a  + —; 
8 2 8

cosx -  sinx;

l+ 2 c o s 2 a + 2 c o s 4 a + 2 c o s 6 a ;  

1 -  2 c o s 2 a + 2  co s4 a  -  2cos6a .

(cost -  1)(cos3x  +.1);

І  використанням послуг програми DERIVE перевірити, що мають місце рівності:

•in 2 a - s i n 2 a  = sin a  sin 3a; cos2 2 a - s i n 2 a  = cosacos3a;

Cos2 ( a  -  (3) -  sin2 (a  +  p) = cos2acos2P ; sin2 ( a  + P) + cos2 (a  -  P) = I + sin2asin2P;

lln a  +  sin2 p - 2 s in a s in P c o s ( a -p )  = sin 2 ( a - P ) ;  —  c o s 5 a + —c o s 3 a + —co sa  =  cos5 a;
16 6 8

■ L s in S a - — sin 3a  + —sin a  = sin5 a; sin2 (a  + P ) - s in 2 ( a - P )  = s in 2 a s in 2 P;
16 16 8

B l 2( a - P ) - c o s ( a  + P) = s in 2 a sin 2 p.

Використовуючи послугу Orderind, подати у зворотному порядку змінні у виразах:
Шс + ab +  ас + be +  а +  Ь + с; х~ + у  +  х + у: svz + s + vz +  sz + z  + v .
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4. Використовуючи послугу Substitute, підставити вказані вирази замість змінних: 8 замість д у
ь

виразі log(x, 1/2); tg(x/2) замість t у виразі ?  -  It + 1; 2 та 3 замість а та Ь у виразі J x 1dx, 

ті/4 замість х у виразі sin(x) + cos(x); cos(/), sin(/), tg(p замість відповідно s, v, w у виразі
v+1

J log(w, ■s)ofu’.
r-i

§ 31. Обчислення границь послідовностей і функцій
При обчисленні границь функцій слід спочатку сконструювяім 

відповідний вираз, скориставшись послугою Limit пункту Calculm 
вказавши при цьому значення, до якого спрямовується змінна, та цін 
границі -  двостороння (Both), границя зліва (Left), границя справи 
(Right), або ж скористатися функцією Lim (див. §23), ввівши всі неиПі 
хідні параметри цієї функції, після чого звернутися до послуїн 
Expand.

Приклади
І. Обчислити границі:

( \  
1 , limх —> 1+0

( \  
1

_____ 1_ 1
V 1 + е 1-1 ) (1 + е 1-1 у

lim
х-> І-О

Сконструювавши вираз (див. рис. 2.7): 

lim —— - ’
1 + ехр 1

1
і звернувшись до послуги Expand, одержимо значення границі 0.

Аналогічно для границі справа одержується значення 1. Таким 
ном, розглядувана функція в точці х=  1 має розрив 1-го роду (л 
графік на рис. 2.7).

1 -{- х
2. Для функції —— — при х  —> —1 + 0 та х -1 -  0 відповідно шИ

жимо: lim

1 + х J 
1 + х 1 .. \ + х-  = lim -------

3 3 ^ - |+0l + x-’
1

■»-'-Ч + х3 3 ' 1 + х З
Таким чином, в точці х = -1 розглядувана функція має усу и 

розрив (рис. 2.22).
При обчисленні границь виду lim / ( х , у ) , якщо функція /(*

неперервна, а значить має границю в точці (а, Ь), можна спрямовуй 
точку (х, у) до точки (а, Ь) по будь-якій траєкторії. Однак часто \ ' 
ніше спочатку спрямувати х до а, залишаючи у фіксованим, після 1

2 1 6
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спрямувати у  до Ь, чи навпаки, спочатку спрямувати у  до Ь, залишиш 
чи х фіксованим, після чого спрямувати х до а.

Приклади
1. Обчислити границю 

lim
(х,у)->(0 ,0 ) х ~ у 2

х . х _
Побудувавши вирази lim lim ——-  і lim lim г ■■■■ та зверну*

у  —> 0 -0  * —> 0-0 у , 2 у 2 У *+ 0+0 х —> 0+0 д- ̂  у  ^

шись до послуги Expand, одержимо відповідно -<х> та +со. Таким чи

ном, при наближенні до точки (0, 0) границі функції -  не існує,
х у-

2. Якщо задано функцію Дх, у) 1 то при наближенні до точи
1 + 2 v

1
(1,0) знизу одержуємо (рис. 2.23) lim lim------ — = 1,а при набій

у  —> 0—0 х —> 1

]+2ху
женні до тієї ж точки зверху -  lim lim -

>>-»0+0 х -» I

1
=  0.

1+ 2 J
Запитання для самоконтролю

1. Як, користуючись послугами програми DERIVE, сконструювати вираз виду lim / ( х ) ?

lim / ( х ) ?  lim /(де)?
х —><7—0 х -* а +0

2. Чи можна, користуючись послугами програми DERIVE, обчислити границю виду 
і lim / ( * , / ) ?
а у —*Ь

Вправи для самостійного виконання

lim / ( х ,т ) ?  lim 1 іт / ( х ,т ) ?
(х,у)-»(лі>) х -* а у -* Ь

Обчислити границі:

1. l im -— , lim x ln x , lim 1 + ІітЦ  + х ) 1'1 , l im x 'V
X~+0 ЛГ—>oo

2. lim —r-(l +  2 + 3+...+n); 3. l i m —  + ----- + ...+
1 1 1

1 3  3 5 (2л-1)-(2я + 1) 4. l i m № > \
»-*«(. x /

5 . l im 2arC sinU ); 6. l im sin (a x ); 7. lim 1 ~ C° s(jc). ; 8. lim-1" 005 x
x-,0 3x  

1
+° sin(ßx) •'-»о xsin(2x)

9. lim
x->0 sin(x) tg(x)

10 lim Ig(« + 2h) -2  t g (a +h) + t g (a ) .
h2
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\x 2 + Vx +1 -дгл/2 ];n  lim л-■ x —»О І
jL
II, Знайти lim / (х), lim / (х) та з ’ясувати, чи існує lim / (х) для функції

х—> 1—0 х-»1+0 х  —> І

/ ( х )  =  arctg(x) +  arctgl 1 + х 
\ - х

Знайти границі зліва і справа заданих функцій у вказаних точках:
М/х

*»+ 1/х 2 1/АГ — 1 2ШЩ*+ІІХ в то 4 ц іх  =  0; 2. —-------  вточці.х =  0; 3. е~їх в то4ц іх  = 0;
2 1/" +1

^ —  в точках х = -2 ,  х  = 2; 5. е (1/і+1’ вточ ц іх  = -1 ;
х" - 4

( х + 1 ) ( х - 3 )
і точкахх =  -1 ,  х  =  3; 7.

1 + 2
в точці х = 0;

Я 1 -C O S X  п і ї т-----  в точках 0, 1 ,2 , 3 , . . .
I  sin(ror)

§ 32. Обчислення скінченних і нескінченних 
сум і добутків

При відшуканні значень сум і добутків деякої сукупності чисел чи 
і (разів спочатку (з використанням послуги Calculus чи інших послуг) 

Потрібно ввести відповідні вирази, після чого скористатися послугою 
kpand. При цьому межі зміни індексів доданків у сумі чи множників 
у добутку можуть бути як скінченні, так і нескінченні. При введенні 
иімволу оо слід набрати на клавіатурі слово inf.

Приклади

І, Знайти суму членів арифметичної прогресії ^  к.
к=і

Ввівши спочатку до алгебраїчного вікна вираз к і звернувшись до 
■пункту Sum пункту Calculus та вказавши нижню межу (Lower limit) 
міни індекса к рівною 1 та верхню межу (Upper limit) рівною п , 
■ "
йержимо вираз виду ^  к (рис. 2.24). Звернувшись далі до послуги 

рапсі та вказавши на змінну п у відповідь на запит про те, за якою
и2 пмінною слід розкривати вираз, одержимо (див. рис. 2.24):---- Ь —.

І  Знайти суму членів нескінченної спадної геометричної прогресії

2 4 2к
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1Аналогічно до попереднього, сконструювавши вираз ^  —  та те

к=\ 2

рнувшись до послуги Expand, одержимо (див. рис. 2.24): jT-L = і
3. Подати нескінченний періодичний десятковий дріб 0.77777. 

вигляді звичайного дробу.
Сконструювавши вираз та звернувшись до послуги Ехраііі

(■-і ю
одержимо шукане значення 7/9.

4. Обчислити добуток:

Сконструювавши вираз j~[f 1— ~  І та звернувшись до послуІ
к =2 V

Expand, одержимо 13/25.

5. Обчислюючи добуток ]~[cos—  для значення х = 1.27, одержи
*=1

(з використанням послуг Product пункту Calculus та Substitute пупі 
2° 127

Manage) ]”[ c o s = 0.752060.
*=і 2

2 2 0



Запитання для самоконтролю

Як з використанням послуг програми DERIVE сконструювати вирази виду: ^ / ( * ) ?

£/(*)?f *=і *=і *=і

І Як з використанням послуг програми DERIVE обчислити значення виразів виду: £ / (к) ?

£/(*)? f i /w ?
Н  1-1 А=1 4=1

І, Як з використанням послуг програми DERIVE обчислити границі виду: lim V / (к)7
п̂ ~7Ґ,

І  ІішП
Ш " і

Вправи для самостійного виконання
числити вказані суми і добутки:

IV —  для значень п. рівних 15. 20, 25. ЗО, 35, 40, 45, 50, та значень дг. рівних 
Бо *•
0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 1.43, 1.72;

1 Я
і £ — , п є  { 15, 17, 1 9 ,2 3 ,2 7 ,3 1 ,3 7 ,4 5  } , х є  ( 0 .1 ,0 .2 5 ,0 .4 4 . 1.23, 1.57 };

(-і 4

ь ^ біп2 кі, п є  { 1 ,2 ,3 , . . . ,  30 },
І-1

/ є  { -1 .5 , -1 .3 , -1 .1 , - 1 ,  -0 .75 , -0 .5 4 , -0 .37 , -0 .25 , -0 .17 , -0 .1 , -0 .0 3  };

" Є {  1 .2 ,3 ...... 100};
4-І к

І - П - .  1 ,2 , 3, . . . ,1 0 0 );
Ги к

І ( - 0 ‘ -А -, я є  { 1 ,2 ,3 , . . . ,1 0 0 } ;
1-і к

1 § * (А + 1); |(2А:-1)(2* + 1); | аГС‘8( ^ ) ' ” Є!1’2’- ,5° !;

в с , ‘ р ‘ ( 1 - р ) " ‘ , л б  { 1 ,2 ,. . . ,  5 0 } , р  є  (0 .1 , 0.2. 0.3, 0.4. 0 .5 } ;
І  Ро

І  п(‘- ^ )  - 15...*

п*3-1
J - U + i

, и =  2, 3 ,4 , 5 ,..., 100;
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11. п(
1 + /і = 1 ,2 ,3 , . . . ,  50;

12' П ^ Г  " = 2,4, 6, 8, ...,Ю0;
lt=l Z

13. П 1- 2 )І, /і =  3, 5 ,..., 101;
к(к + 1) )

14. Д ( 1  +  х 2‘ ), п = 1 ,2 ,3...... 100,х  є  { 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 (;

15. П — -------— , п  =1,3, 5, ...,101;ЗА -  1 ЗА +1

!6. П 4 т ~ т -  " =  3 ,4 ,5 , . . . ,  100;
5* -і

17. П  1 +
1

к(к + 2)
п= 1,2,3, ...,100;

18. n ! f / ? / ^ + ! ! . " = U , 3 , . . , 1 0 0 ;
(2А + 3) (2А + 5)

>9- f l f l - j r ) ,  " =  2 ,3 ,. . . ,1 0 0 ;

20. П  1
С і {  (2к~\У

, п = 2 ,3 ,4 , . . . ,  100;

к=т+1

22. J"[ cos|

2 ! . т = 2, 3 ,4 , . . . ,  40, п = m + 50;

и = 2,3,4....100, ;
16 8 6 4 3

23. П
1 + 1Д

я = 1,2, 3,..., 100;

24. ДгП 1 - к2п2
, и = 1 ,  2, 3 , . . . ,  50, * є { 0 , "

6 4 3 2

25.  дг П
2А — 1

/ і = 1 , 2 ,3 , . . . ,  50, л: є  І0 , —
6 4 3 2

§ 33. Відшукання похідних і первісних 
в аналітичному поданні

Якщо потрібно знайти похідну деякого порядку від функції /(і 
слід спочатку ввести вираз, що визначає функцію Дх), після чого 
рнутися до підпункту Differentiate пункту Calculus, вказавши іі|
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цьому змінну, за якою необхідно виконати диференціювання, та поря­
док похідної. Цей же результат можна отримати і з використанням 
функції Dif(u, х, п). Далі слід звернутися до послуги Expand (або 
Simplify). При цьому вирази у результаті можуть бути подані в різному 
иигляді залежно від того, які установки було вказано в пункті 
Manage.

Приклади
І. Знайти похідну від функції:
I sinx х№----- + ------ .

х sinx
sin X  X

Ввівши вираз ------+ ------ , звернемось до послуги Differentiate
х sinx

пункту Calculus та вкажемо змінну диференціювання х і порядок no- 
одної 1. В результаті цього в алгебраїчному вікні з’явиться вираз
її ( sinx х
j” -------1----- ~ •dx\ х sinx у

Звернувшись далі до послуги Expand, одержимо

, -теч хсовх совх віпх 1похідну (рис. 2.25):----г т —+ ------------ — + ----- •
віп х х х  віпх

І  0 „ . . . . .  ах1 +Ьх2. Знайти похідну першого порядку від функції — ------- за змінною
аг +bs

■ х.
І  Скориставшись послугами Calculus та Expand аналогічно до попе- 
ріднього, одержимо (див. рис. 2.25):

2xbs 2х b
v2(av2 +bs) v2 av2+bs

1. Знайти похідну другого порядку від функції ln(vx) за змінною х.
З Скориставшись послугами Calculus та Expand, одержимо (рис.
» б ) :

dx
ln(vx) = — ]т .

ІД Знайти мішану похідну другого порядку спочатку за змінною х , а 
■потім за змінною у  від функції двох змінних

f i x ,  у) -  xysin(x + y)cos(x-y).
Скориставшись послугою Calculus, побудуємо вираз

—  —  (xysin(x + y )cos(x -y )) 
dy\_dx

Звернувшись далі до послуги Expand, одержимо (див. рис. 2.26):
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1
9 : 2
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d d
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■

d 
dv
Якщо необхідно обчислити значення похідної / ' ( х )  в точці х = а, 

і ід після відшукання виразу для похідної / ' ( х )  скористатися послу- 
III Substitute пункту Manage і вказати вираз (зокрема, числове зна- 

■ пня), який необхідно підставити замість тієї змінної, що входить до 
іразу похідної від функції fix). Якщо підставляються числові значен­

ії, то для отримання результуючого значення слід далі звернутися до 
Юслуги арргоХ.

dx
(ху sin(x + у )cos(x -  у)) „ sin2x sin2y= xcos2x н--------- 1- у  cosy н------ —.

Приклад

■Знайти кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції у = 

І'ШІ х = 1.

х + 3 
х — 2

Знайшовши вираз для похідної та підставивши значення 1 замість 
мінної х (з використанням послуги Substitute пункту Manage), і ско­
ротавшись послугою арргоХ, одержимо (рис. 2.27)

d ( х + 3 
dx у х - 2

І Іри необхідності знайти первісну до функціїДх) слід ввести вираз 
пін Дх) і далі звернутися до послуги Integrate пункту Calculus, вказав- 
UN (у відповідь на запит програми) змінну, за якою необхідно викона- 
И інтегрування, та не вказуючи ніяких меж інтегрування у відповідь 
'і запити Lower limit (нижня межа) та Upper limit (верхня межа). В
івультаті цього в алгебраїчному вікні з’явиться вираз виду |  / (x)dx.
Ісй же результат можна отримати і з використанням функції Int(w, х) 
ІИїт §23). Після звернення до послуги Expand в алгебраїчному вікні 
і'ІІиться вираз для первісної від функції Дх).

Якщо при цьому первісної в скінченних виразах не існує або відпо- 
-ідний вираз занадто складний і засобів програми виявляється недо- 
іймгьо, щоб знайти вираз для первісної від функції Дх), до алгебраїч­
но вікна виводиться вираз виду J / {x)dx.

Приклади

Знайти первісну до функції / (х) = 1 - х 2
Хл/х

225



1 2

14 :
x ♦  З

х -  2

d х ♦  З
1 5 : --------------------

dx х -  2

5

16 : 2  
Сх -  2 )

5

1 7 :  2
Cl - 2)

18 : -5

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D eclare  Expand Fa ctor Help Jump soLue Manage 
Options P lo t  Q uit Remoue S im p lify  Tran sfe r moUe Hindoo approX 

Compute tim e: 0 .0  seconds 
Approx(17 )  E:GOLDZ.MTH F r e e :10 0 / D erive  Alyebm

Рис. 2.27
1

2
1 -х

1: --------
X dx

2 :
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Ввівши вираз 1-х2
Сл/х

та звернувшись до послуги Integrate пункту

('alculus, вказавши при цьому на змінну інтегрування х та не вказуючи

ніякі межі інтегрування, одержимо вираз виду [-— dx.
J хл/х

ft Звернувшись далі до послуги Expand, одержимо (рис. 2.28)
І2 х 3/2__2_

Г"з Г х
2. При спробі знайти первісну до функції sin(x2) після побудови вира- 
іу [ sin(x2 )dx і звернення до пункту Expand знову одержуємо

Jsin(x: )dx (див. рис. 2.28). В даному випадку, як відомо, первісної до
функції sin(x2) в скінченних виразах не існує. Наближений вираз для 
якої первісної можна було б знайти, розклавши функцію sin(x“) в ряд 
Гейлора в околі точки х = 0 чи замінивши її на деякому відрізку [а, Ь] 
поліномом, який найменше відхиляється від функції sin(x2) на відрізку 
і,Ь].

Запитання для самоконтролю

d'n
В  Як з використанням послуг програми DERIVE сконструювати вирази виду: -^-^-/(дг)?

\ f ( x ) d x l  ^ [ / ( * , Я ] ?  ^ г / ( х , х ) ?  ^ г / ( х , Я ?  \\f(x ,y)dxdy^
dxdy'  dx1 " dy1

|Я к  з використанням послуг програми DERIVE обчислити значення похідних f ' (x) .  f"(x)  в

очпіх = а  ̂ ~ / ( х , у ) ,  - ^ у / ( д : ,у \  ~ ^ — f ( x , y ) .  в точці (а, 6)?
ах ax' dxdy dy'

І  Як з використанням послуг програми DERIVE знайти невизначені інтеграли виду

| | / ( х ) Д г ?  j f (x , y)dx?  j f ( x , y ) d y t  ^ f(x ,y )d x d y t

Вправи для самостійного виконання
В  3 використанням послуг програми DERIVE знайти похідні першого та другого порядків від 

^Вункиій:

|21, V3—Г VTry , V77T
; 3sin‘ x co sx  + cos х;21гг(х + 1)е'; 1 п " (!-х )е  ,

Щ 1 п (4 -х )  1п(х +1)
| ( х 2 - х ) с о з 2 х; (х 3 + дг) віп2 дг; соз2( х 2); віп2 (д-2).

^ н а й г и  рівняння дотичних до графіків вказаних функцій у заданих точках: 

х2 + 1

arcsin 2х

У =
-2 х  +  3

, х  =  1; у  = 2

I V = (х - 2 )  (х + 1), х = 1; у  =

= 2 2'*1, х  = —  
2

у  = lo g j (2 - 2 x ) ,  х  = - і

X .. з /2 - x 2 ..
У і-------- > х

V *2 -  1 X
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і і цикорні і,піним.......їм і і|м «і рими / >/■ HI I /•. тайги первісні для функцій:
4 1 П ------Г— лі а - х  :

2-Jx
1 • 1 , + - 2X -IV« +1 »"+Г 2V*-1

мп 4 v чіп V. їїіпдг; л:2 cosjc;

4х-х+- cos3xcos;r; 1

tg* jc;

§ 34. Розклад функції в ряд Тейлора
При необхідності отримати кілька перших членів розкладу деякі« 

функції _Дх) в ряд Тейлора за степенями змінної х чи за степенями рІ9 
ниці (х -  a) слід звернутися до послуги Taylor пункту Calculus, вкп її 
вши при цьому, як звичайно, вираз для функції, розклад якої необ.чі, 
но отримати, змінну, за якою необхідно отримати розклад (у відпоїм 
на запит Taylor variable:), найвищий бажаний степінь членів у розкл 
ді та значення змінної х (0 чи а), в околі якого бажано отримати рсц 
клад. В результаті цього в алгебраїчному вікні з’являється вираз вид) 
TAYLOR (Дх), х, а, пі). Той же результат отримується і з використш 
ням функції TAYLOR (и, х, а, п) (див. § 23). Після звернення до пос, 
ги Expand в алгебраїчному вікні з’являється вираз виду 

а0 +а]( х - а ) '  + а2(х -  а)2 +.. .+ат(х -  а)"1, 
яким наближено можна замінити функцію f)x) в деякому околі точки 
х = а.

Як відомо, коефіцієнти а0, а і,а 2, . . . ,ат,... можна отримати, вих^ 
дячи з формули

f ( x )  ~ а0 +а1( х - а ) '  + а, (х -  а)2 +...+ат{х -  а)т,
звідки

я0 = / ( а )>°і =
f \ a ) Г \ а )

2 ! 7«!
Приклади

1. Знайти розклад в ряд Тейлора функції J{x) = sinx в околі точ* 
х = 0.
Ввівши вираз sin(x) і встановивши на нього вказівник виразів, чи 

риємось до послуги Taylor пункту Calculus та вкажемо на змінну г 
відповідь на запит TAYLOR: variable, а також степінь 7 та значення 
рівне 0, у відповідь на запит TAYLOR: Degree: Point:. В результи 
цього в алгебраїчному вікні з’являється вираз (рис. 2.29): TAYL(‘ 
(sin(x), х, 0, 7).

Після звернення до послуги Expand одержуємо
X X

5040 120
----- + х.

2. Для функції со&х аналогічно до попереднього одержимо (дії 
рис. 2.29):
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SIM (x)1:
2 :

3:

1 :

S:

ft:

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D e cla re  Expand Fa ctor Help Jump soLue Manage 
Options P lo t  Q uit Remoue S im p lify  T ra n sfe r moUe Uindou approX 

Compute tim e: 0 .0  seconds
Kxpd(5) E:G0LD2.MTH F r e e : 100X

TAYLOR (SIN (х ). x , 0, 7)

7 5 3
X X X

5040 120 6
COS (ж)

TAYLOR (COS ( x ) . x j 0 , 7)

в 4 2
X X X

720 24 2

D e rive  Algebra

Рис. 2.29
2 4 6, X X Xcosx ~ 1-------1-—-------- .

2 24 720
І, Для функції sirnr отримаємо

*6 x'° x '4♦  /  2 \  2 л  л  sin(x ) = x ~ ------H---------
6 120 5040

Таким чином, якщо, наприклад, на проміжку ]_
2 ’ 2

функцію

dnOr2) замінити функцією х2, то похибка від такої заміни не переви­

щуватиме (1/2) 1 = 0.003. Як відомо, сума членів знакозмінного
6 384

іислового ряду не перевищує першого члена такого ряду, а тому сума 
Шенів ряду, які відкидаються, не перевищує за абсолютною величи­
ною першого відкинутого члена ряду.

Запитання для самоконтролю
К Як з використанням послуг програми DERIVE отримати кілька перших членів розкладу 

■  функції/ОО в ряд Тейлора?
І  Як вказати кількість членів в розкладі функції J[x) в ряд Тейлора які потрібно отримати з 
■Використанням послуги Taylor?
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3. Чи обов’язково кількість одержаних з використанням послуги Taylor членів в розкладі ф уцЛ  
кції в ряд Тейлора в околі точки х = а дорівнює степеню двочлена (х -  о)?

4. Як отримати коефіцієнти кількох перших членів розкладу функції Дх) в ряд Тейлора в окопі І 
точки х =  а, не звертаючись до послуги Taylor'!

5. Як визначають кількість перших членів, які необхідно отримати в розкладі функції Дх) ( 1  
ряд Тейлора?

I

1.

2.

3.

Вправи для самостійного виконання
Скориставшись послугою Taylor програми DERIVE, визначити сім перших членів розклади 

в ряд Тейлора заданої функції в околі вказаної точки: s in (x -  1), х ~  1; е \  х =  0; co s(/l, 

x =  0;tgx, х  =  0; lgx, х = 1 ;  2х, х =  0; sin(sin(x)), х  =  0; sin(cos(x)), х  =  0; cos(sin(x)), х * (■  
cos(cos(x)), х  = 0; sin(sin(sin(x))), х = 0; cos(cos(cos(x))), х = 0; 1о&г( | tg(x) | ), х =  1. 
Використовуючи кілька перших членів розкладу функції в ряд Тейлора, обчислити з точнії» 
тю до 0,001:
і , 1 ; 1 2 2
j s in (x 2)t£c; .__ J е~* dx; J lg (l +  х 2)<з6с; Jsin(sin(x))cfcc; jsin(cos(x))oir;
а V2я о - і  о і

/-----------------
j  log2(2 +  |sin(x)|)(2x; J V l +  x  +  x 2 + х 3 +х* dx.
о о
Використовуючи два перші члени розкладу вказаних функцій Дх) в ряд Тейлора, зшіІНЦ 
наближені розв’язки рівнянь:

log2x  = sinx; sin(x2) = 1- X 2: tgx  =  log2 ( 2 - х ) ;  2 - х 2 + sin(8x) =  V l  +  x 2 ;

V 1 +  x  +  x 2 + x J + x 4 - — !— .
■ogl/2 *

§ 35. Обчислення визначених інтегралів
ь

При обчисленні визначеного інтеграла виду j  / ( x)dx використш

вується послуга Integrate пункту Calculus аналогічно, як і при відшу  ̂
канні первісної до функції /(х), з тією лише різницею, що у відповіді 
на запити Lower limit та Upper limit слід ввести відповідні вирам 
(зокрема сталі), що визначають нижню та верхню межі інтегруванні 
В результаті цього в алгебраїчному вікні з’являється вираз вид
b
J / (x)dx. Той же результат отримується і при використанні функції

виду Int(/j х, а, Ь) (див. §23). Після звернення до послуги Expand вири 
розкривається з використанням формули Ньютона-Лейбніца, тоб'й 
подається у вигляді F(b) -  F(a), де F(x) -  первісна до функціях). Як 
що вираз F{b) -  F(a) числовий, тобто не містить змінних, то, викорно 
товуючи послугу approX, можна одержати числове значення вираі 
F(b)-F(a).

Приклади
Обчислити:
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7: J COS (x) dx

8 : SIN (2) -  SIN C l)

9: 0 .067826Б

J41 - x̂ Z)
» :  J

JCi - хл2)
1  dy

J4l - х~2)

- JCI - x~2)
1  dy dx

-1
12: n

MMAMD: Author B u ild  C a lc u lu s  D eclare  Expand Fa ctor Help Jump soLue Manage 
Options P lo t  Q u it Remoue S im p lify  T ra n sfe r moUe Hindoo approX 

ompute tim e: 0 . 6  seconds
E x p d (ll)  E:G0LD2.MTH Fre e :10 0 x  Derioe Algebra

РИС. 2.30

J cosxdx.
I 1і Ввівши вираз cos(x) і звернувшись далі до послуги Integrate пункту 

(\ilculus та вказавши змінну інтегрування х та нижню і верхню межі 
інтегрування відповідно 1 і 2 , одержимо вираз (рис. 2.30)

2

j  cosxdx.
і 1

1 Після звернення до послуги Expand отримаємо sin(2) -  sin(l) і піс- 
і наступного звернення до послуги approX матимемо числове зна- 

I е̂ння 0.0678265 (див. рис. 2.30).
I  І ( V 1-х2 ^

[ [і dy dx.
I  I. , , v‘ ’ J

■ Сконструювавши з використанням послуги Integrate пункту

■ dlculus вираз J 1 dy і вказавши при цьому змінну інтегрування у  та

пжню V l- x 2 j і верхню |л/1 — х~ j межі інтегрування, знову звер-
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немось до послуги Integrate пункту Calculus, встановивши при цьом\
sfC?

вказівник виразів на вираз J 1 -сіу, та вказуючи змінну інтегруванні!
—Ю?

х, нижню і верхню межі інтегрування відповідно -1 і 1. В результат 
цього до алгебраїчного вікна буде виведено вираз

І

( 1-хJ l -dy dx.
-\-sh-x2 j

Після звернення до послуги Expand одержуємо шукане значення - 
число л (див. рис. 2.30).

Тут фактично обчислювався зведений до повторного подвійний ін­
теграл JJf(x ,y)dxdy  від функції f{x, у) = і по області
Q= {{х,у)\х2+ / <  1}.
З. Обчислити jJ xydxdy, де О = {(х, у) | abs(x) + abs(y) < 1}.

е
і Г і-і-ч 1

Сконструювавши вираз J < J xydy \dx та звернувшись до послуги
- Ч - 1 + И  J

Expand, одержимо шукане значення -  0.
Запитання для самоконтролю

1. Як з використанням послуг програми DERIVE можна обчислити значення визначеного imv 
ь

грала виду j f (x )d x ?

ь
2. Як можна знайти значення визначеного інтеграла виду |/(д-)«6с, якщо при використанні

послуги Integrate не вказати межі інтегрування а і 6?
3. Як з використанням послуг програми DERIVE обчислити подвійний інтеграл виду 

\ \ f ( x ,y ) d x d y t
Q

Вправи для самостійного виконання
1. Обчислити площу області, обмеженої лініями:

у  = 0, у  = ( (х -  1)2/5) + 7, х = 0,х = 2\ у =  3 - х 2, у  = х -  1; у  = logi/гх, у =  5 -х ;  
у  = 8 c o s (t / 1 0 ) ,  у  = х2/6; у  = 2х, у  = 5 -  (х -  9)2; у  =  х/5, у -  Зх, у  =  9 - х/3.

При необхідності скористатися кількома першими членами розкладу функції в ряд Т( 
лора.

2. З використанням послуг програми DERIVE обчислити подвійні інтеграли:

j j ( l  -  x-y)dxdy, Q = |(х ,.у): х > 0, у  > 0, х + у  < і};
Q
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^ ( 9 - х 2 - у 2)сіхс1у, <2 = {(х,у):х2 + у 2 < 4 |;
Я
\ \ И  -  аЬ5(лг) -  аЬ$(у))сіхс1у, = {(х,у): аЬ5(лг) + аі^їу) 2  5};
в
jjdxdy. (9 = ^(х,у):,]аЬ$(х)  -+- л / а Ь з ( ^ )  2  ї ї .

; я
При необхідності перейти від декартових координат до полярних. 
Дати геометричне тлумачення знайдених результатів.

Л [ і - 1/ 7 + 7 ' ) ^ ,  д  = [{х,у):х2+у2 <і);

§ 36. О б ч и с л е н н я  довж ини  д у г и  к р и в о ї
При необхідності обчислити довжину дуги кривої між точками А і 

В на ній використовується формула
( В )

1 = \сІІ,
М)

В <7/ -  диференціал дуги даної кривої.
■ Якщо криву задано параметрично у вигляді х = ф(7), у  = ф(/), то 
формула набуває вигляду

Ь  =  І л/^2 + ^ 2 = 1 ̂ [фЧО]2 + [Ф'(0 ] 2Л ,
'о 'о

■  /о, /і -  значення параметра /. що відповідають точкам А і В.
Якщо залежність між змінними х і у  задано явно у вигляді у  = /(х), 

ГО формула набуває вигляду

І  -  І л - с і у 1 = |^ 1  + [ / /(х)]"^/х.

Приклад
■ Обчислити довжину дуги параболи у - х 2 між точками (0, 0) і 
'2,4).
Скориставшись послугою Integrate, одержимо

2 --------
L = jV l + 4Xі dx - ■

In V17 +4
■ + Vl4 =4.64678.

Запитання для самоконтролю
І, Чи передбачено в програмі DERIVE послугу безпосередньо для обчислення довжини дуги 

кривої?
і, Як з використанням послуг програми DERIVE обчислити довжину дуги заданої кривої між 

В м а за н и м и  точками?
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3. За якою формулою можна обчислити довжину дуги кривої між точками А  і В , якщо: рівням 
ня кривої задано через явно виражену залежність між змінними х і у  у вигляді у  =.Дх)? pin 1 
няння кривої задано параметрично у вигляді х = срЦ), у  -  ф(()?

Вправи для самостійного виконання
1. Використовуючи послуги програми DERIVE, обчислити довжини дуг кривих між вказаними 

точками:

a )y  = sin(x), Л (0,0), 5 ^ - | , l j ;  5)у  = 2 \  А(0, 1), 5 (2 ,4 );  в )у=  lg2x, ,4(1, 0), £ ( 4 ,2);

г) y  = J  1 - х 2 , ,4(0,1), £ (1 ,0 );  a) y  = ( l - y f x ]j2, ,4(1, 0), £ (0 , 1):

е) y  = \J 1 - х 3 , ,4(1 ,0), В (  0. 1); є) y  = i h - x * , А ( 1 , 0), £ (0 . 1);

ж ) х = соsi, y  = 2sint, /4(1,0), £(0,2); з)х  = І, у  — ?,  /4(0,0), £(2,8); 

и) x  =  t ,  y  = 4 t ,  /4(0, 0), £ (4 ,2 ).
2. Обчислити довжину траєкторії, яку описує снаряд, кинутий із точки х = 0 під кутом а  до 1 

горизонту з початковою швидкістю vo при:

a )  v0 =  10 і а  =  0, - ,  б )  а  =  - ,  v0 = 10, 20, ЗО, 40, 50.
6 4 3 2 З

Визначити кут, при якому точка падіння снаряда буде найбільш віддаленою від точки 
старту при заданій початковій швидкості.

3. Визначити швидкість, з якою необхідно кинути снаряд, щоб точка його падіння була відшм] 
лена від точки старту на задану відстань d, якщо задано кут а:
\ j  -чг\ Л ТС ТС л Tt ТС ТС . і .л к  к  кa)d=20 ,  а  = — , — , — ; 6)d=30 , а  ; B )rf= 40 , а  = — .

6 4 3  6 4 3  18 9 6
4. Визначити кут, під яким необхідно кинути снаряд, щоб точка його падіння була віддаленії 

від точки старту на відстань d, якщо задано початкову швидкість снаряда vo:
a) d =  10, vo =  40; б )  d = 20, v0 =  80; в) d =  30, v0 =  80; г) d = 40, v0 =  100.

§ 37. Обчислення об’ємів і площ поверхонь 
тіл обертання

Якщо потрібно обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнею. Цім 
утворюється обертанням навколо осі Ох кривої y=J{x) та прямій 
х = а ,х  = Ь, використовують формулу

При цьому площа поперечного перерізу такого тіла площиною, що 
утворюється обертанням навколо осі Ох прямої х = х0, дорівнює
фг0) = я[/(х0)]2.
1 При необхідності обчислити площу бічної поверхні тіла обертання 
використовують формулу

( В )

5 = |  2лyds,
М)

|с А і В -  кінцеві точки дуги, що обертається, сіх = у]сіх2 +сіу2 -  ди­
ференціал дуги даної кривої.
А Якщо криву задано параметрично у вигляді х = ф(4), у  = ф(4), тоді 

; формула набуває вигляду

5 = |  2д <К0д/ И 0 ] 2+ [Ф '(0 ]2Л ,
а

іс а, /3 -  значення параметра /, що відповідають точкам А і В на дузі.
І  У випадку, коли криву задано явною залежністю у = /(х), тоді

s  ~ f  (х ) - 1 + [ / '( х ) ] 'сіх.

? Приклади
1. Обчислити об’єм конуса, утвореного обертанням навколо осі Ох

.. X у  , .
І  прямої — + — = 1 (прямий круговин конус з радіусом основи 2 І ви- 
К сотою 3, рис. 2.31).

і Ввівши вираз к

■казавши змінну ін'
З, одержимо вираз

2Г |- £ ]
Л

1 з ) та звернувшись до послуги Integrate і

П и
V = J Tty2dx = J я [/(х )]2с/х.

а и
У випадку, якщо крива задана параметрично у вигляді х = ф(/) 

у  = ф(ї), формула набуває вигляду
I

V = 17с[ф(ґ)]2 <р'(ОЖ,
0̂

де ї0, її -  значення параметра 4, що відповідають кінцевим точкам А і 
В кривої.

234

З /
J тс 2

f
1- - dx.

[ Звернувшись далі до послуги Expand, одержимо шукане значення
і 4л.

2. Обчислити площу бічної поверхні зрізаного конуса, радіуси основ
I  якого дорівнюють 2 і 4, а висота конуса 2.
II Очевидно, бічну поверхню такого конуса можна утворити, оберта­
ючи навколо осі Ох пряму, рівняння якої у = х + 2, коли х змінюється в 
ікжах від 0 до 2 (рис. 2.32).
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Тому
'Л2

Sa = f 27С (jc + 2) 1 + (х + 2) dx = [2n(x + 2)y[2dx.
о V V У о

І Скориставшись послугами Integrate, Expand та approX, одержимо 
,S' =53.3145.
3. Обчислити об’єм тіла, що утворюється обертанням півкруга, об- 
I меженого кривою у -  -Jr2 — х 2 , навколо осі Ох.
І  Скориставшись послугами програми DERIVE, одержимо

V = jrc(r2 - x 2)dx~ — кг'1

Запитання для самоконтролю
І За якими формулами обчислюється об ’єм тіла, обмеженого поверхнею, що утворюється

■  обертанням навколо осі Ох кривої, заданої залежністю між змінними у  і х: явно у вигляді
■  У =Лх)? у параметричній формі у вигляді х =  ср(ї), у  = ф(ї)?
2. За якими формулами обчислюється площа поверхні, що утворюється обертанням навколо
■  осі Ох деякої кривої, заданої залежністю між змінними у  і х: явно у вигляді у  =fix)1 у пара-
■  метричній формі у вигляді X = ф(ї), у  = ф(ї)?
І  Як з використанням послуг програми DERIVE обчислити: об ’єм тіла, обмеженого поверх-
■  нею, що утворюється обертанням кривої навколо осі Охі площу поверхні, що утворюється 
І  обертанням кривої навколо осі Охі

Вправи для самостійного виконання
I,1 Вивести формулу для обчислення об’єму, обмеженого поверхнею, що утворюється обертан- 
■  ням кривої навколо осі Оу, якщо залежність між змінними х і у  задано: явно у вигляді 
І  У = Л*); У параметричній формі у вигляді х =  <р(ї), у  -  ф(/).

І І. Вивести формулу для обчислення площі поверхні, що утворюється обертанням кривої нав- 
I  коло осі Оу, якщо залежність між змінними х і у  задано: явно у  вигляді у  -Цх)', у параметри- 
Н  чній формі у вигляді х =  ф(ї), у  = ф(ї).

І ). Обчислити об’єм і площу бічної поверхні конуса, що утворюється обертанням навколо осі

Ох відрізка прямої =  1 між точками (0, 1), (5, 0).

І ,Обчислити о б ’єм і площу поверхні кулі радіуса 2, утвореної обертанням навколо осі Ох пів-

круга, обмеженого півколом, рівняння якого у  =  V 4 - х 2, х е  [ -2 .2 ] .
Обчислити об’єми і площі поверхонь тіл. що утворюються обертанням навколо осі Ох 
фігур, обмежених лініями:

2  х
я)у=х~, у  =  х  + 3; б) у  = —, у  = 4 х ,у  = 4 - х ;

в)у  = 2 + віпх, у - 0, х  =  -5 ;  г )у  = 2 + х, у  = 0,х  = 0, х  =  6.

§ 38. Операції над векторами
Перш ніж виконувати будь-які операції над векторами, необхідно 

4ести вирази, що визначають елементи цих векторів.
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Перед введенням таких виразів слід звернутися до підпункт 
vectoR пункту Declare і вказати розмірність вектора (у відповідь нп 
запит DECLARE VECTOR: Dimension:) і далі один за одним ввести 
вирази, кількість яких повинна дорівнювати розмірності вектора. При 
цьому програма щоразу запитує наступний елемент доти, поки всі ін 
будуть введені. Інший спосіб введення вектора -  звернутися до послщ 
ги Author основного меню і у відповідь на запит A UTHOR expression 
ввести потрібні вирази в квадратних дужках, відокремлені один під 
одного комами, у вигляді [Fb V2, ..., V„,].

Вектор можна задати також з використанням векторної функції 
Vector(u, к, т, п, s), де м -  вираз, к -  індекс, що визначає к-й елемеїп 
вектора, т і п -  відповідно початкове і кінцеве значення індекса к, s *| 
крок зміни індекса к.

До виразів, що визначають елементи вектора, можуть бути засто 
совані різні операції, зокрема операція Factor, за допомогою якої ко 
жен елемент вектора розкладається на множники. Expand -  за допомо 
гою якої вирази, що визначають елементи вектора, можна подати чо 
рез інші вирази тощо.

Операції додавання і віднімання двох векторів однакової розмірно 
сті виконуються поелементно:

[Fi, V2, ..., Vm\ ± [Su S2, ..., Sm] = [F, ± Sh, V2 ± S2, ..., V„, ± Sm].
Скалярний добуток векторів [Fb F2, ..., F,„] і [б'ьб'г, ...,5'in] визий- 

чає число, що одержується за формулою F,5, +V2S2+...+VmSm. Відпо 
відний вираз може бути побудований за допомогою послуги Build і 
використанням операції • (позначення операції скалярного добутку), І

Векторний добуток Cross двох тривимірних векторів визначає вск 
тор:

Cross([</,&,c], [e ,/,g ])  = [a,b,c] х [e, f ,g\
і j к
а b с
е / g

= 1 (6# -  с/ )  -  7(<з  ̂-  се) + к {аі -  Ье) = [б# -  с[, се -  а§, а[  -  Ье], | 

де / , 7 Д  -орти: і = [1,0,0], у=[0,1,0], ^ = [0,0,1].
Як відомо, модуль (довжина) векторного добутку а х Ь двох всій 

торів а і Ь дорівнює |а |- Ь - яіп^5,^^, тобто чисельно дорівнює тнй

щі паралелограма, побудованого на векторах а  і Ъ . При цьому в ек  л . 

ри а, b , а х ї  утворюють праву трійку векторів.
Мішаний добуток трьох векторів а, b , с визначається як [а х /;, І:Ш



І Очевидно, що абсолютна величина мішаного добутку (п ■/>,<■)

ірьох векторів а,Ь,с  чисельно дорівнює об’ємові паралелепіпеда, 
побудованого на векторах а, Ь, с , оскільки

I[а х Ь, с |  = \а х • |с| • соя^а х Ь, с^,

юбто
\(а хЬ,  с)
-г-----—р  є висотою паралелепіпеда (проекція вектора с на

(а хЬ  І

іектор а х Ь  ), а а х Ь чисельно дорівнює площі основи паралелепі-

ісда (паралелограма, побудованого на векторах а і Ь ).
І  Операція Оітетіопіу) визначає число -  кількість елементів векто- 
і>а V.
1 Результатом операціі еіетеп/(т, к) є вираз, що визначає к-й елемент 
юктора V.

Приклади
І, Знайти площу поверхні і об’єм паралелепіпеда, побудованого на 
І векторах

а = [1,0, 1], Ь =  [0,1,1], с = [1,1,0].

І  Обчислюючи векторні добутки а х Ь ,  Ь хс ,  а х с ,  одержимо від­
повідно (рис. 2.33):

а хЬ  = [— 1,-1,1]; Ь х с  = [—1,1,-1]; а х с  = [-1,1,1].
І  Таким чином, площа поверхні даного паралелепіпеда дорівнює
Щз.
І  Об’єм паралелепіпеда чисельно дорівнює абсолютній величині мі- 
паного добутку векторів а,Ь,с,  тобто

і. Дано три вершини паралелограма А( 1,4), 5(5, 1), С(5, 10). Знайти 
У висоту паралелограма, опущену з вершини С на сторону АВ.

V Оскільки вектор АВ має проекції на осі Ох та Оу відповідно 4 та
—>

З, а вектор АС -  4 та 6, то, обчислюючи векторний добуток векторів 
1 |-3 , 0] та [4, 6, 0], одержимо (див. рис. 2.33):

[4, -3, 0] х [4, 6, 0] = [0, 0, 36].
■Отже, площа даного паралелограма дорівнює 36. Оскільки 

І/ї|=лЯб + 9 = 5, то шукана висота дорівнює 7.2.

[ а х Ь , = І — 2 = 2 .
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Рис. 2.33
Запитання для самоконтролю

1. Як вводяться вектори до алгебраїчного вікна при роботі з програмою DERIVE!
2. Чи можуть компонентами вектора бути вирази, що містять змінні?
3. Виконання яких операцій над компонентами вектора передбачено в програмі DERIVE'?
4. Як з використанням послуг програми DERIVE знайти:

• Скалярний добуток двох векторів довільної розмірності?
.  Векторний добуток двох 3-вимірних векторів9
• Мішаний добуток трьох 3-вимірних векторів?
• Довжину вектора?
. Кут між двома векторами?
• Суму довільної кількості векторів?
• Різницю двох векторів?
• Розмірність вектора?
• к-й елемент вектора?

Вправи для самостійного виконання
Використовуючи послуги програми DERIVE, розв’язати задачі.

1. Задано три вершини паралелограма: А( 1. 0), 5(2, 4), С(4. 6). Знайти: довжину його стор| 
діагоналей, площу, куги при вершинах А і В, висоту, опущену з вершини С на сторону АП

2. Задано вектор З = [2, 4] і вектор Ь = [4, 1]. Визначити кут, на який слід повернути іі| 

годинникової стрілки вектор З, щоб він збігся за напрямком з вектором Ь.

3. На векторах 3 =  [1 ,1 ,0 ] , b =  [2 ,1 ,0 ] ,  с  =  [4 ,4 ,1 ]  побудовано паралелепіпед. Знії 

площу основи паралелепіпеда, шо лежить в площині векторів 3 і і ;  об ’єм паралелепн 

площу повної поверхні паралелепіпеда; довжини ребер; висоту паралелепіпеда, опущенії 
вказану основу; довжини діагоналей.
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4. Задано вектор а -  [2 ,4 ] і точку А(0, 1). Знайти відстань від точки А до прямої, що прохо­
дить через точку 5 (2 , 5) і паралельна вектору а. 

і 5. Через точки А(2, 1 ,4 ), 5 ( 3 ,7 ,1 ) ,  С(6 ,4 ,2 )  проходить площина, а через точку Д О , 1, 0) пря­
ма, паралельна вектору (2 ,1 , 3). Знайти довжину відрізка прямої між точкою D і точкою пе­
ретину прямої з вказаною площиною.

§ 39. Операції над матрицями
Перш ніж виконувати операції над матрицями, слід ввести вирази, 

що визначають елементи цих матриць. Таке введення можна здійсни­
ти кількома способами:

1. Звернутися до підпункту Author і подати матрицю як вектор де­
якої розмірності, всі елементи якого в свою чергу є векторами однієї
розмірності, тобто у вигляді [[аи,а І2,...,а„,],[а2І,а22,...,а2п 

1 К  5̂ m2 >• '
І 2. Скориставшись послугою DECLARE: MATRIX:, оголосити роз­
мірність матриці (кількість рядків (Rows) і кількість стовпчиків 
(Columns)) і далі один за одним ввести т х п  виразів, що визначають 
елементи матриці. При цьому програма запитує наступний елемент 
доти, поки не будуть введені всі елементи матриці (в рядку 
»ведення подається запит MATRIX element: та підказка Enter matrix 
element (i,j)).
[ Операції додавання і віднімання двох матриць однакової розмірно­
сті виконуються поелементно:

І  Ь№>]=Ь ±ьч\ (*'=i.»w=i,4
І Операція множення (*) матриці на число також виконується по­
елементно:

c* h /]  = [c*a!/], (І' = 1»,я> У“ 1»«)-
В результаті транспонування матриці (') одержуємо матрицю, в 

ІКОЇ рядки і стовпчики міняються ролями:
f ____ ___

К ]  « [« ,] .  = 7 = 1,я).
І  Добуток (-)матриць [а,;.]і (/ = \,т, j -  l,n, / = l,sj визначає
юву матрицю [с(/], кожен елемент якої є скалярним добутком /-го

і рядка матриці ^a:j j на 1-й стовпчик матриці [б/У|, тобто cn = Г̂<з(Д у.
м

При цьому в кожному рядку матриці J має бути стільки ж елемен­

тів, скільки і в кожному стовпчику матриці Г&Д В результуючій
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Рис. 2.34
матриці [с„] таким чином буде стільки рядків, скільки їх в матриці 

тобто т, і стільки стовпчиків, скільки їх в матриці тобто .V, 

Матриця \Ь]І ] може складатися з одного стовпчика, тобто бути не- 

ктором-стовпчиком. Тоді добуток матриці [а(>] на матрицю [б;/] пе­

реходить в добуток матриці [а(>] на вектор [/г], в результаті чого

отримується вектор з координатами = 1
7=1

Зокрема, якщо в матриці [а(>] один рядок з елементами
а\, аг, ..., а„, тоді добуток матриці-рядка а = [а ,,а 2 ...,ог„] на матри
цю-стовпчик Ь = \Ьх,Ьг, ] буде скалярним добутком векторів а |
— п 
Ь, рівним ^Га(іт .

7=1

Якщо ж вектор-стовпчик а — [а ,, а2 ..., о„ ] помножити на вектор- 
рядок Ь = [й,, Ь2, утворюється квадратна матриця виду [а,йЛ|
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і = \,т, )  = 1 ,т.
і Якщо необхідно отримати вираз, що визначає елемент аі} матриці 
[<їу ], який знаходиться в і - му рядку та /-му стовпчику, використовує­
ться функція Element{A, /,/) з подальшим зверненням до послуги 
Expand.
І Використання функції Det{A) дозволяє знайти визначник матриці
А.

Використовуючи послуги Build чи послуги Author, можна ввести 
іираз виду' А~\ що означає матрицю, обернену до матриці А. Після 
івернення до послуги Expand до алгебраїчного вікна виводиться мат­
риця, обернена до матриці А.
[ Приклади

І. Нехай задано матрицю-стовпчик
х

У
z

матрицю-рядок [а,6,с].

Побудувавши за допомогою оператора Build вираз
х

У
z

[а,/>,с] і

звернувшись до послуги Expand, одержимо (рис. 2.34):
X ха xb хс

У II1 ч* уа yb ус
Z za zb ZC

ж  Обчислити визначник матриці
а
е

b

/

с

g ■
V S W

Ввівши вираз det^[a,è,c],[e,/,g],[v,5,vv]]j та звернувшись до по­
слуги Expand, одержимо afw -  ags -  hew + bgv + ces -  cfv (рис. 2.35).
■  Якщо замість змінних a, b, с, e , f  g, v, s, w підставити числа, напри­
клад, -3, 2, 5, 4 ,-1 , 0, 3, 6 ,-5  (скориставшись послугою Substitute 
ВНкту Manage і далі послугою Expand), одержимо значення визнач- 
ика- 160 (див. рис. 2.35).

Якщо ввести матрицю
a b

е f
скориставшись послугою
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1 2 : t a b c  1

■ x -

13 : У • t a b

z

■ X x b x c

14: у a у  b у c

і L z a z b  z  c
і

a b c

15:  DET e f  g

L V S  W

16:  a f u - a g s - b e u + b g v + c e s  — c f  v

1 7 :  ( -3 )  ( - 1 )  ( -5 )  -  ( -3 )  0 6 - 2 4  ( -5 )  + 2 0 3 + 5 4 6 - 5  ( - 1 )  3

18 : 160 j

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D eclare  Expand Factor Help Jump soLve Manage 
Options P lo t  Q uit Remove S im p lify  Tran sfe r moUe Window approX 

Compute tim e: 0 .0  seconds
Expd Cl?} E:GOLDZ.ИТН F re e : 100X D eriue ftlgebrn

Рис. 2.35

20:

21:

f

a f  -  b e

e

b

a f  -  b e 

be 1
a f - b e  f ( a f - b e )  f

COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D eclare Expand Fa cto r Help Jump soLve Manage 
Options P lo t  Q u it Remove S im p lify  T ra n sfe r moUe Window approX 

Compute tim e: 0 . 1  seconds
Expd(22) E:G0LD2.MTH F re e : 100x D e rive  Algebra

Рис. 2.36
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Build, сконструювати вираз 

xpand, одержимо

а b
е /

а b 

е /

/

а далі звернутися до послуги

a f -  be
е

a f -b e
be 1

a f - b e  f ( a f  -be)  f  
Якщо далі, скориставшись послугою Build, сконструювати вираз

/  Ь
а b

е /
a f -b e  

е
a f -b e  

be 1
o f -b e  f  {af -be)  f  

і звернутися до послуги Expand, одержимо одиничну матрицю 
1 0"
0 1

(рис. 2.36).

Запитання для самоконтролю
1. Як вводяться матриці при роботі з програмою DERIVED Чи можуть елементами матриці бу- 
( ти вирази, що містять змінні?
2. Які операції над матрицями можна виконати з використанням послуг програми DERIVED
3. Як з використанням послуг програми DERIVE отримати суму і різницю двох матриць одна- 
1 кової розмірності? матрицю, всі елементи якої є елементами заданої матриці, помноженими

на одне і те ж число с? добуток матриць А і В розмірності відповідно тхп і пхП
4. Чи завжди визначений добуток двох матриць, якщо визначена їх сума і різниця?

5. Чи завжди визначена сума і різниця матриць, якщо визначений їх добуток?

6. Як з використанням послуг програми DERIVE отримати матрицю, обернену до даної?

7. Як отримати матрицю, транспоновану до даної?
8. Як з використанням операцій над матрицями отримати: скалярний добуток двох векторів?
І суму і різницю двох векторів? суму кількох векторів?
9. Як з використанням послуг програми DERIVE обчислити визначник квадратної матриці?

10. Як отримати елемент матриці, що належить і-му рядку тау-му стовпчику?

Вправи для самостійного виконання
! Використовуючи послуги програми DERIVE, знайти:

1, Суму, різницю і добуток матриць:

'1 0 2' '-1 2 - ґ
'2 3' І 4 -2 0 1 0 і 2 -1 31 7 - 1 7 ^ 3 0 1 3 2 -1
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2. Суму і різницю матриць

' 2 0 1 3 5' ' 7 8 6 2 Г

' 2 

3

4
1

'3
7

5'
2

3 4 7 - 1 0
1

- 4  2 0 4 3_’ - 3 0
1

4 1

4 2 9 6

3. Добуток матриць

4 -1  3 2 6
2 4 - 5 4 5

' 6 3' ' 7 3'

- 2  1 8 1

1 5 j 4 4

0 2 - 2  0

4 7 6 2

2 1 - 2  4 ]

- 5  3 1 6J

4 Матриці, транспоновані до матриць, поданих у вправах 1, 2, 3. 
5. Матриці, обернені до матриць

'1 0 4
А Ь а  0' 0 Г

2 - 1  5
с d 0 сі_ 1 ° .0 6 3

6. Добутки матриць, поданих у вправі 5, на матриці, обернені до них.
7. Визначники матриць, поданих у вправах 1,5 .
8. Визначники матриць

1 0 ̂ 'і 2 0' 0 0 6
1 Z

2 4
0 1 3 і 0 4 0

1 3 3 2 0 0

§ 40. Розв 'язування систем лінійних рівнянь
Використовуючи послуги програми DERIVE, можна знаходити н 

аналітичному поданні розв’язки системи лінійних рівнянь виду Ах = /», 
де А — квадратна матриця розмірності п х п ,  х = [хь х2, х„] j
я-вимірний вектор-стовпчик, елементами якого є невідомі змінні 
х\, Хг, х„, b -  [Ь], Ь2, Ь„] -  л-вимірний вектор-стовпчик вільни\
членів. Розв’язок такої системи рівнянь може бути визначений ш 
формулою х = АЛЬ.

Приклади
1. Розв’язати систему рівнянь

{ах + by = v, 
cx + dy = s

або у матрично-векторному поданні
а b 
с d



Z5: Гc Td J

d b

Z6:
a d -  b c 

c

a d -  b 

b c

c

1
a d -  b c d (a d -  b c) d

d b

27:
a d -  b c 

c

a d -  b 

b c

c

1
• [v , s]

a d -  b c d (a d -  b c) d

ccPsJ

d u b s b c s c  u s

d -  b c a d -  b c d Ca d -  Ь c )  a d -  b c d

OMMAMD: Author B u ild  C a lc u lu s  D eclare Expand Fa cto r Help Jump soLue Manage 
Options P lo t  Q u it Remoue S im p lify  Tran sfe r moUe Uindou approX 

•impute tim e: 0 . 2  seconds
ExpdCZ?) E :G0LD2.ИTH F r e e :100*

Рис. 2.37
D erive Algebra

IV

W:

[ ]
L 2 6 J

Iі zr»- ? A J2 6
3 -1 

1 
2 

-1 
1 
2

C3, 5 1

■ K - - H_____________________ __ ___ _______________■
COMMAND: Author B u ild  C a lc u lu s  D eclare Expand Fa ctor Help Jump soLue Manage 

Options P lo t  Q u it Remoue S im p lify  T ra n sfe r moUe Uindou approX 
Compute tim e: 0 .0  seconds
Ixpd(39) E:G0LD2.ПТН Free:9 7x D eriue Algebra

Рис. 2.38
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та помВизначивши матрицю, обернену до матриці [[а,/>],[с,е/]] та пом
/

ноживши її на вектор [v, s] , отримаємо добуток матриці
' у '

[ М ] ’М ] ]  на вектор [v, 5 ] .

Скориставшись послугою Expand, одержимо результати, подані ми 
рис. 2.37.
2. Розв’язати систему рівнянь

j \x  + 2y = З,
[2х + 6у = 5.

/
Знайшовши матрицю, обернену до матриці [[і,2],[2,б]] , та попи

/
ноживши її на вектор [3,5] , одержимо вектор-розв’язок [х,у|Ч 
= [4, -1/2] (рис. 2.38).

Слід зауважити, що якщо сконструювати вираз виду
а b 
с d

X S

У г

то звернення до послуги soLve не дає результату.
Необхідно також окремо аналізувати випадки, коли система рій 

нянь несумісна чи має безліч розв’язків.
Запитання для самоконтролю

1. Як за допомогою програми DERIVE можна знайти розв’язок системи лінійних рівнянь пилу

=*.. ='•2..
/=і

2. Чи можна скористатися послугою soLve для відшукання розв'язку системи лінійних рініШШ 

виду

{ах + Ьу = с, 
ex + fy^g!

3. Як з використанням послуг програми DERIVE з ’ясувати, сумісна чи ні система двох ЛІНИ 
них рівнянь з двома невідомими? трьох лінійних рівнянь з двома невідомими?

4. Якщо система двох лінійних рівнянь з двома невідомими має безліч розв’язків, як за лон 
могою програми DERIVE знайти: окремий частинний розв’язок системи? Загальний р о і |І  
зок системи?

5 Чому дорівнює визначник матриці, якщо відповідна система трьох лінійних рівнянь з трмь 
ма невідомими має: єдиний розв’язок? безліч розв’язків? несумісна?

Вправи для самостійного виконання
Знайти розв’язки вказаних систем лінійних рівнянь або встановити їх несумісність:

2 х - у  = 7, j x - y  = 5, (7 х - 2 у  = 14
х +  у  -  4; \ — лг ч- = 3; у2х + 1у = 5;

х + у  = 3, І 2 х - у  + 3г = 1, fx + y  = 3,

IIІн

l x - 2 y  + z = 2, \ y  + z = 5,
Злг +  _у =  7; [x + y - 2 z  = 4; [x + z = 2.

§ 4 1 . Д е к а р т о в і  п р я м о к у т н і і п о л я р н і  к о о р д и н а т и . 
П о б у д о в а  гр а ф ік ів  ф у н к ц ій

І При необхідності побудувати графік функціональної залежності 
між двома змінними (типу у =J[x) чи х = ср(/), у = ф(0) або поверхню, 
до описується функцією двох змінних (типу z = Ф(х, у)), використову­
ється послуга Plot.
І При зверненні до пункту Plot алгебраїчне вікно замінюється графі­
тним вікном (рис. 2.39) і крім того з’являється додаткове меню у ви­
гляді
I COMMAND: Algebra Center Delete Help Move Options Plot Quit 

Scale Ticks Window Zoom
І разі побудови графіків функцій однієї незалежної змінної та у ви-
#ДІ
І COMMAND: Algebra Center Eye Focal Grids Hide Length Options 

Plot Quit Window Zoom
(разі побудови графіків (поверхонь) функцій двох незалежних змін­
них. Вираз функції при цьому відмічається вказівником виразів в ал- 

Іібраїчному вікні.
І  Підпункт Algebra використовується, якщо необхідно перейти до 
игебраїчного вікна та основного меню.
І  При зверненні до підпункту Plot у графічному вікні будується гра­

фік функції у  = Ф(х) чи поверхня z=  Ф1(х,у), де Ф чи Ф1 -  вираз, на 
|Осий встановлено вказівник виразів в алгебраїчному вікні. Якщо при 
цьому до виразу входить одна незалежна змінна, то будується графік у 
івовимірному просторі, причому, вздовж горизонтальної осі відклада- 
Оься значення незалежної змінної, якою б літерою вона не була по- 
шачена, а вздовж вертикальної осі -  значення залежної змінної (див. 
рис. 2.39). Якщо перейти до алгебраїчного вікна (звернувшись до під- 
ункту Algebra) і вказівник виразів встановити на інший вираз (від 
щнієї змінної), а потім звернутися до підпункту Plot головного меню, 

■  алгебраїчне вікно знову замінюється графічним, в якому зберігаю­
с я  всі раніше побудовані графіки. Якщо далі звернутися до підпунк- 

W Plot, то додатково буде побудовано графік щойно відміченого ви-
Л  2 \  х

>аіу (див. рис. 2.40, де подано графіки функцій sin —  і Г td t).
A J

Я
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COMMAND: A lgebra Center Delete Help Move Options P lo t Q u it S ca le  T ic k s  Uindou 
Zoom

En ter option
Cross x : l  y : l  S ca le  x : l  y : l  D erive  ZD -plot

Рис. 2.39

COMMAND: Algebra Center Delete Help Move Options P lo t  Q uit S ca le  T ic k s  Uindou 
Zoom

Enter option
Cross x : l  y : l  S ca le  x : l  y : l  D erive  ZD-plot

Рис. 2.40
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З такий спосіб на екрані можна одержувати одразу графіки кількох 
функцій.

За допомогою клавіш управління курсором можна переміщувати в 
(двовимірному) графічному вікні координатний курсор (хрестик), ко­
ординати якого відображаються в найнижчому рядку на екрані. Це дає 
можливість визначати координати будь-якої точки на координатній 
площині, зокрема за відповідними графіками знаходити наближені 
розв’язки рівнянь і систем рівнянь, найбільші і найменші значення 
функцій тощо.

При зверненні до підпункту Center центр графічного вікна перемі­
щується в точку, в яку встановлено курсор, чи в точку з наперед вка- 
іаними координатами (за допомогою послуги Move при зображенні 
графіків на площині).

При зверненні до підпункту Delete (в разі побудови графіків в дво- 
I вимірному просторі) з’являється додатковий запит у вигляді 

DELETE: All But last First Last.
При вказуванні на All з графічного вікна вилучаються всі раніше 

побудовані графіки, Butlast -  вилучаються всі графіки, за винятком 
Останнього (в тому порядку, як вони були побудовані), First -  вилуча- 

I еться графік, який було побудовано першим, Last -  вилучається гра­
фік, який було побудовано останнім.
І  При зверненні до підпункту Help програма реагує цілком аналогіч­
но до того, як і при зверненні до пункту Help основного меню.
І Підпункт Move використовується при необхідності вказати коор­
динати точки, в яку необхідно перемістити координатний курсор у 
графічному вікні (без застосування клавіш управління курсором).
І Підпункт Туре (тип) підпункту Options пункту Plot (з додатковим 

Івійтом у вигляді: TYPE: Coordinates: (Rectangular Polar); "Select 
:coordinate type") використовується в разі необхідності вказати бажа­
ний тип координатної системи (прямокутна чи полярна), в якій пода- 
катимуться графіки вказуваних виразів.
І  Якщо вибрано полярну систему координат, то у рядку стану про­
бами виводяться полярні координати координатного курсора -  його 
иіддаль від початку координат та полярний кут, що утворюється раді- 
усом-вектором точки курсора з додатним напрямком полярної осі і 

Ішінюється в межах від - я  до л.
В Нехай до алгебраїчного вікна введено вирази 15: 2.8cos(9T) та 16: 3. 
Івернувшись до пункту Plot і вказавши в підпункті Options цього пун­
кту на тип координат, наприклад полярні, і далі, після звернення до 
іідпункту Plot пункту Plot, вказавши межі зміни полярного кута від 
3.14 до 3.14 та на неперервний тип графіка, одержимо зображення, 

©казане на рис. 2.41.
І При зверненні до підпункту Plot, якщо було обрано прямокутну 

І систему координат, у графічному вікні подається зображення графіка

251



PLOT: Min: 1.570 79  Max: 7.85397 
Enter parameter domain
Cross r : 3 .9 15 7 9 :2 .3 3 4 5

Mode: Continuous(Step) P o in ts : 23

y : l  D eriu e 2D -plolS c a le  x : l

Рис. 2.42

COMMAND: Algebra Center Delete Help Moue Options P lo t Q uit S ca le  T ic k s  Uindnu 
Zoom

P lo t t in g  exp ressio n 49 in  co l r  15  from -3 .1 4 1 6  to 3 . 1 4 1 6 . . .
C ross r : 3 .9 15 7  0 :2 .3 3 4 5  S ca le  x : l  y : l  D eriue 2D -p lot

Рис. 2.41
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функції однієї змінної, на вираз якої було встановлено вказівник в ал 
гебраїчному вікні. При цьому значення х змінюється вздовж осі Ох в 
межах графічного вікна.

Якщо ж було обрано полярну систему координат, то з’являється 
додатковий запит у вигляді

PLOT: Min: Max: Mode: Continuous Step Points:
Enter parameter domain,

у відповідь на який слід ввести бажані мінімальне та максимальне 
значення полярного кута. Далі, використовуючи клавішу Tab, слід пе­
рейти до підпункту Mode, вказати бажаний тип зображення графіка 
(неперервний чи через певний крок) і, якщо графік будується не непе­
рервний, вказати також кількість зображуваних на екрані точок, для 
чого необхідно, використовуючи клавішу Tab, перейти до підпункту 
Points і ввести бажану кількість точок (рис. 2.42).

При зверненні до підпункту Scale з’являється додатковий запит у 
вигляді

SCALE: х scale: # у scale: #
Enter units per tick mark,

у відповідь на який слід вказати, скільки одиниць вздовж осей Ох та 
Оу повинно вміщатися на відрізку, поміченому на екрані міткою. Піс­
ля введення нових масштабів вздовж осей Ох та Оу графічний курсор 
автоматично переміщується в точку з новими координатами х=  1, 
у = 1. Перехід від підпункту x-scale до y-scale і навпаки здійснюється 
за допомогою клавіші Tab.

На рис. 2.42 подано зображення 23 точок на колі, рівняння якого
- % к -г = 3, при цьому вказано параметри шіпф = —, тахср = —+ 2к, вид

графіка -  точковий, кількість точок — 23, де = scale: 1.3, у = scale: 1.3.
При зверненні до підпункту Ticks з’являється додатковий запит у 

вигляді
TICKS: Rows:# Columns: #

і підказка "Enter Rows per tick mark" (чи "Enter columns per tick mark"). 
У відповідь на цей запит слід вказати, скільки рядків і стовпчиків по­
винно бути між помітками вздовж осей Оу та Ох, у відповідності до 
Чого змінюються також і масштаби вздовж осей Ох та Оу. Перехід від 
підпункту Rows до підпункту Columns і навпаки здійснюється за до­
помогою клавіші Tab.

При необхідності побудувати графік функції, заданої параметрич­
но, слід ввести вектор виду [x(t),y(t)\ і далі звернутися до послуги 
Plot. Межі зміни параметра t та тип графіка вказуються так само, як 
при побудові графіків функцій, заданих в полярних координатах, 
f Наприклад, нехай в алгебраїчному вікні є вирази 14: [х, *лЗ/8], 
15: [ґ, Гл2-2]. Встановивши вказівник виразів по черзі на кожен з них
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Рис. 2.43
та звернувшись до пункту Plot і вказавши всі необхідні параметри, 
одержимо графіки, подані на рис. 2.43.

Запитання для самоконтролю
Як з вкористанням програми DERIVE:

1. Побудувати графік функціональної залежності між змінними х  та у,  заданої явно у вигляді

у  -А*)?
2. Побудувати поверхню, що описується виразом Ф(х,у)?
3. Вилучити з графічного вікна типу 2D-Plot всі раніше побудовані графіки? графік, побул" 

ваний останнім? всі графіки, за винятком останнього?
4. Вказати колір графіка, що буде будуватися?
5. З використанням графічного курсора визначити координати точок перетину графіка з копр 

динатними осями на заданому проміжку? координати точок перетину двох графіків?
6. Перейти від полярних координат до декартових і навпаки?
7. Чи можна в прямокутній системі координат побудувати не неперервний графік функції види 

У =Д*)?
8. Як змінити масштаби вздовж осей Ох та Оу7
9. Для чого використовується послуга Move?

10. Для чого використовується послуга Tickst
11. Для чого використовується послуга Centerl
12. Як побудувати графік залежності, заданої параметрично?
13. Чи зміниться вид графіка параметрично заданої залежності, якщо змінити тип координат 

(перейти від прямокутних до полярних координат чи навпаки)?

Вправи для самостійного виконання
1. Побудувати графіки залежностей, заданих явно у вигляді у  =fix):

у  = х ^ - х 2 + х -  1 на проміжку |-І0. 10]: у  ■ logt/]|дг + 0,1| t 1 іІп(Ш ) ми примітку | і /|

^3 j г ... ■—
Т = —  + yCos(5x) на проміжку [-3 , 3]; у  V * 4 +  і v1 t  х > 1 на пром іжку | 8. к |,

*2
у  = arctg(x)----- ——  на проміжку [-5, 5]; у  = arcsinl

tg ( l /x ) на проміжку [1, 1QJ;

У = І0§і/2 (~х) На проміжку У ~ 1оёг (11/ х  І) на проміжку [-5, 5].
2 . Побудувати графіки залежностей, заданих в полярних координатах:

р = (cpsintp, ф є [ - л ,л ] ;  р = ф є  [0.1,8]; р = 3; р = 2 ( і - с о з ф ) ,  ф є  [0 ,2л ];

р = 2асо5ф  +  Л, ф є  [0 ,2 л ], для значень а  є  [ і , 2 ,3 ,4}, А є  [0 .5 ,1 ,1 .5,2}; 

р = аф, ф є  [ 0 ,4л], для значень а є  [0 .1 ,0 .2 ,0 .5 ,1 ,1 .5 ,2};  

р = 2сґ сов2ф для значень а є  [0.5,1,1.5, 2].

Побудувати графіки параметрично заданих функціональних залежностей: 
х = a(t  -  sin г), у  = а(1 -  cosі), t є  [0,2л] для значень а є  [0.5,1,1.5,2};

x = at-hs'mt, y  = a -h co s t ,  / є [ 0 ,8 л ]  для значень

а є  {0.5, 1, 1.5, 2, 2.5}, h є  {0.1, 0.3, 0.8, 1.2, 1.8, 2, 2 .3 .2 .7 );
*  =  2 c o s f - c o s 2 / ,  7  = 2 s in r -s in 2 r , ї є [ 0 ,8 л ] ;

х = к cost — cos А/, у  = A: sin/ — sin Аг/, / є [ 0 ,8 л ]  для значень А є [3 .4 ,5 ,б } ;  

х = к cost + cos А/, у  = ksint -s inkt,  і є [ 0 ,8 л ]  для значень А є  [ 2 ,3 ,4 ,5 ,6 } ;  

x  =  2 a c o s l-a c o s 2 r , у  = 2as'm t-as’m2t, ї є [ 0 ,2 л ] ,  а є [0 .5 ,1 ,1 5 ,2 ,3 ,4 ,5 } ;  

x -2 a c o s t ,  у =  0, / є [ 0 ,8 л ]  для значень а  є  [0 .2 ,0 .4 , 0.8,1,1.5,2}; 

х = a c o s’ І, у  =  a s in 1 / , ї є  [0 ,8 л ] длязначень а є  [ і ,  1 .5 ,2 ,3 ,4 ,5 };  

х = acost + atsint, у  = a s in t-a tcost ,  ї є [ 0 ,4 л ]  длязначень 

а є  {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2 ,3 , 4}.

§ 42. Побудова зображень поверхонь, 
описаних рівняннями виду z = f(x, у)

І При побудові поверхонь у вікні типу 3D-Plot при зверненні до пун­
кту Plot в нижній частині екрана з’являється додаткове меню у вигля- 
■

COMMAND: Algebra Center Eye Focal Grids Hide 
Length Options Plot Quit Window Zoom.

Призначення підпункту Algebra таке ж, як і при роботі з вікнами 
Типу 2D-Plot.
І При зверненні до підпункту Center з’являється додатковий запит у
ІІИГЛЯДІ

■  CENTER: х: у: z:
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Auto: (Yes) No 
Enter coordinates,

у відповідь на який слід ввести бажані координати центра х, у, z ні 
вказати режим Auto (Yes чи No). Якщо вказано Auto No, може трапи­
тись, що зображення поверхні не вдасться побудувати. В цьому ви­
падку в рядку підказок видається повідомлення "Too few real sample 
points in box" (надто мало точок у вікні). Якщо вказано Auto Yes, про­
грама автоматично коригує координати центра так, щоб відповідну 
частину зображення поверхні можна було побудувати. Тому в пере­
важній більшості випадків краще обирати режим Auto Yes.

При зверненні до підпункту Eye з’являється додатковий запит у ви­
гляді

EYE: х: у: z: Auto:(Yes) No 
Enter coordinates.

У відповідь на нього слід ввести координати точки, з якої бажано 
оглядати поверхню, що вивчається. Призначення режиму Auto анало­
гічне до його призначення в підпункті Center. Режим Auto автоматич 
но переходить до стану No, якщо з клавіатури вводяться координати 
центра, відмінні від визначених за програмою.

При зверненні до підпункту Focal з’являється додатковий запит у 
вигляді

FOCAL: х: у: z: Auto:(Yes) No 
Enter coordinates.

Використання цієї послуги дозволяє по-різному розташовувати си 
стему координат, в якій зображується поверхня.

При зверненні до підпункту Grids з’являється додатковий запит у 
вигляді

GRIDS: х: у:
Enter grid panels,

у відповідь на який слід ввести густину сітки -  кількість ліній вздовж 
осей Ох та Оу при вимальовуванні поверхонь.

При зверненні до підпункту Hide з’являється додатковий запит у 
вигляді

HIDE: Remove: Yes No 
Hidden line removal.

У відповідь на нього слід вказати на Yes або No. Якщо вказати на Yes, 
невидимі лінії при побудові поверхонь будуть сховані, якщо вказати 
No, то лінії будуть видимі, як через сітку.

При зверненні до підпункту Length з’являється додатковий запит у 
вигляді

LENGTH: х: у: z : Auto:(Yes) No 
Enter interval length.

У відповідь необхідно вказати видиму довжину осей Ох, Оу та Ot, 
Призначення режиму Auto аналогічне до вказаного раніше. Режим



COMMAND : A lgebra Center Delete Help Move Options P lo t  Q u it S ca le  T ic k s  Uindou 
Zoom

I Enter o ption
j Center x : 0 _y  : 0 _________ Length  x : 10 y ; 10 Der і  ue 3D-p 1 ot

Рис. 2.44
Auto автоматично переходить до стану No, якщо з клавіатури вводять­
ся значення, відмінні від визначених за програмою.
[ Приклад
І іехай потрібно побудувати зображення поверхні конуса, що описує­
ться рівнянням Z = -yjx2 + у 2 .

Ввівши до алгебраїчного вікна вираз S Q R T (х Л2 + у л 2) і скористав­
шись послугою Plot, отримаємо зображення, подане на рис. 2.44.

Запитання для самоконтролю
1. Як, використовуючи послуги програми DERIVE, можна отримати 3-вимірне зображення 
К поверхні, що описується рівнянням виду с =_Д.Ї, у)І
2. Як вказати координати центра зображення?
3. Як вказати координати точки, з якої бажано оглядати поверхню?
4. Як вказати густину сітки, за допомогою якої подасться зображення поверхні?
5. Якою послугою програми DERIVE слід скористатись в разі необхідності подати зображення 
І  поверхні так, щоб невидимі лінії при побудові поверхонь стали видимі як через сітку?
6. Як вказати видиму довжину осей Ox, Оу, Ozl

Вправи для самостійного виконання
К  Скориставшись послугами програми DERIVE, побудувати зображення поверхонь, що опи-
■  суються залежностями:
Е 2 2 2

■  г = х - у  ; z = x + y ;  z=xy; z = \xy\; z = x + y ; z = \x + y \;  z  = \x\ + \y\.

257



§ 43. Робота з вікнами
Використання підпункту Window дозволяє подати на екрані одно­

часно кілька вікон різних типів. При зверненні до підпункту Window 
з ’являється додатковий запит

WINDOW: Close Designate Flip Goto Next Open Previous Split.
При зверненні до підпункту Split з’являється додатковий запит 

WINDOW SPLIT: Horisontal Vertical 
і підказка "Enter option". У відповідь слід вказати, горизонтально чи 
вертикально потрібно поділити наявне вікно на два вікна. Після того, 
як вказано спосіб поділу вікна, з’являється додатковий запит у вигляді 

WINDOW SPLIT HORISONTAL: At line: #
(чи WINDOW SPLIT VERTICAL: At column: #). 

у відповідь на який слід вказати номер рядка (чи номер стовпчика), 
вздовж якого бажано поділити наявне вікно. В такий спосіб на екрані 
можна створити досить велику кількість вікон, поділяючи окремі з 
них на два.

При зверненні до підпункту Open з’являється додатковий запит 
WINDOW OPEN: Type: Alqebra 2D-PIot 3D-Plot 

Enter window Type.
У відповідь на нього необхідно вказати тип кожного з наявних вікон: 
для виведення алгебраїчних виразів, для виведення двовимірних зо­
бражень графіків функцій, для виведення тривимірних зображень по­
верхонь, що описуються функціями двох змінних. Коли вказівник 
встановлено на вираз, до якого входить лише одна змінна, то у вікні 
типу 3D-Plot будується відповідна циліндрична поверхня, а у вікні 
типу 2D-Plot- графік функції однієї незалежної змінної (рис. 2.45).

При зверненні до підпункту Next відбувається перехід до вікна, но­
мер якого на 1 більший, ніж наявного, Previous -  до вікна, номер яко­
го на 1 менший, ніж наявного. Номер активного вікна при цьому від­
мічено спеціальним вказівником номерів вікон (підсвічений прямоку- 
тничок). Всі номери вікон розташовуються в кільцевому порядку, так 
що наступним після найбільшого номера буде номер 1, попереднім до 
вікна з номером 1 вважається вікно з найбільшим номером.

При зверненні до підпункту Goto з’являється додатковий запит у 
вигляді

WINDOW GOTO: Window: #
Enter windov number.

У відповідь на нього слід вказати номер вікна, до якого бажано по 
рейти, не перебираючи підряд в прямій чи зворотній послідовності 
інші вікна.

В одному і тому ж місці (вікні) на екрані можна відкрити кі 
сторінок (вікон) різних типів. Тип вікна оголошується при його
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критті. За допомогою підпункту Flip можна «перелистувати» різні ві­
кна (сторінки) на одному і тому ж місці екрана (в одному і тому ж ві­
кні). При зверненні до підпункту Flip вікна типу 3D-Plot залишаються 
порожніми. Сторінки інших типів (Algebra і 2D-Plot) почергово 
Уявляються в активному вікні екрана. Використання підпункту 
Designate дозволяє змінити тип вікна, відкритого раніше. При звєр- 
іенні до цього підпункту з’являється додатковий запит у вигляді 
1 WINDOW DESIGNA ТЕ: Type: Algebra 2D-Plot 3D-Plot

Enter window type,
у відповідь на який слід вказати бажаний тип раніше відкритого акти- 
пного вікна.
І При зверненні до підпункту Close наявна сторінка в активному вік­
ні вилучається. Якщо при цьому всі раніше відкриті сторінки у даному 
вікні закриті, то і саме вікно закривається, а його поле на екрані поєд- 
іЛ'ється з полем деякого іншого вікна, яке залишилось незакритим. 
Ікщо всі вікна закрито, то залишається єдине вікно типу Algebra, 2D- 
Plot або 3D-Plot, поле якого займає весь екран, за винятком нижніх 
чотирьох рядків.
І  На початку роботи з програмою завжди відкрите вікно типу 
llgebra. Якщо звернутися до пункту Plot основного меню, то автома- 
ично відкривається вікно типу 2D-Plot, якщо до виразу, на який у ві­
ці типу Algebra встановлено вказівник виразів, входить не більше
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однієї змінної, і вікно типу 3D-Plot, якщо до виразу входять дві змінні
При закритті вікон типу Algebra з’являється додатковий запит у ви 

гляді
WINDOW CLOSE: Window: #
Abandon expression (Y/N)?

Якщо натиснути клавішу з літерою Y (Yes), то вирази, що зберігаю­
ться в буфері, пов’язаному з даним вікном, втрачаються, а вікно за­
кривається. При натисканні клавіші з літерою N (No) вікно залишаєть 
ся відкритим, і вирази, які були занесені до нього, зберігаються.

При зверненні до підпункту Zoom (робота з вікном типу 2D-Plol) 
з’являється додатковий запит у вигляді

ZOOM: Axis: Both X  Y Direction: In Out.
Якщо серед підпунктів Axis вибрати Both (чи X, чи Y) і в підпункті 

Direction вказати на Out, то при кожному зверненні до підпункту 
Zoom масштаби вздовж обох осей Ох та Оу (чи тільки осі Ох, чи тіль­
ки осі Оу) зменшуються приблизно вдвічі.

Якщо ж серед підпунктів Direction вибрати In, то масштаби вздовж 
осей відповідно збільшуються приблизно вдвічі. При цьому координа 
ти координатного курсора та масштаби вздовж осей Ох та Оу подаю­
ться в найнижчому рядку на екрані.

Приклади
Побудувати графіки залежностей z = \x \ та z = ( 2 \ x \ ) 12 в дво 

вимірному та тривимірному просторах і подати їх на одному екрані.
Поділивши екран на 5 вікон, як показано на рис. 2.45, вкажемо ти 

пи вікон: вікно 1 -  алгебраїчне, вікно 2 -  2D-Plot, вікно 3 -  3D-Plni, 
вікно 4 -  2D-Plot, вікно 5 -  3D-Plot.

Перейдемо тепер до вікна 1 і встановимо вказівник виразів на ви 
раз 1: І х І (рис. 2.45). Далі перейдемо до вікна 2 і звернемось до послу 
ги Plot. В результаті цього одержимо графік функції z = | х |. Пе­
рейшовши до вікна 3 і звернувшись до послуги Plot, одержимо зобра 
ження поверхні z = І х І (див. рис. 2.45). Аналогічно, перейшовши до 
вікна 1 і встановивши вказівник виразів на вираз 2: (2 | х | ) ' 2, і дал 
перейшовши до вікна 4 і звернувшись до послуги Plot, а потім до вік 
на 5 і звернувшись до послуги Plot, одержимо зображення, подані 
вікнах 4 і 5 на рис. 2.45.

Запитання для самоконтролю
Як з використанням послуг програми DERIVE'.

1. Поділити екран на кілька вікон?
2. Вказати потрібний тип вікна з певним номером?
3. Перейти від одного вікна до іншого?
4 Перегортати сторінки в одному і тому ж  вікні?
5. Змінити раніше вказаний тип вікна? і
6. Вилучити сторінку з вікна?
7. Закрити вікно?
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8. Закрити алгебраїчне вікно?
9. У вікні типу 2й-РІоі змінити масштаби вздовж осі 0x2 осі Оуі вздовж оио.ч оссіГ

10. Побудувати графік функції, що визначається наперед вказаним виразом, у вікні з наперед 
заданим номером?

11. У графічному вікні якого типу можна будувати зображення функціональної залежності, що 
визначається виразом, до якого входять дві змінні? одна змінна?

12. Як із вікна з наперед вказаним номером вилучити побудоване там зображення?

Вправи для самостійного виконання
1. Побудувати графіки функцій:

З' = 5іп(х). >' =  5іп(2х), у  = 25іп(лг), у = 2зіп(2д- + 2) ,у -  25іп(2х -  2)
а) в одному і тому ж вікні,
б) в п’яти різних вікнах, 
зберігаючи алгебраїчне вікно.

2. Побудувати в одному вікні типу 20-Р /о ї, зберігши на екрані алгебраїчне вікно, графіки 
функцій:

а) х 2, 2х, 2~х,

б) \оё2 х, 1о§1/2х , \о8т (-х),  1ов1/2(2 —|х|), -----------, --------- .
ш * >°8г *

3. Побудувати на одному і тому самому екрані графіки і відповідні циліндричні поверхні для 
залежностей, що визначаються виразами:

а) віпідг); б)ІОй(х); в) 2х, г) ; д) 1; є) х; ж) ~ ; з) і /х .

§ 44. Операції над файлами (Load, Merge, Save)
Якщо необхідно зберегти інформацію, наявну в буфері, зв’язаному 

з алгебраїчним вікном, використовується послуга Transfer (transfer -  
переносити, переміщати, передавати).
. При зверненні до пункту Transfer з’являється додатковий запит у 
вигляді

TRANSFER: Merge Clear Demo Load Save Print State. 
і Якщо звернутися до підпункту Merge, з’являється додатковий за­
пит у вигляді

TRANSFER MERGE file:
Enter file name.

V відповідь на нього слід вказати ім’я файлу, інформацію з якого ба­
жано приєднати до інформації, що вже є в буфері, зв’язаному з актив­
ним вікном типу Algebra.

При зверненні до підпункту Clear з’являється додатковий запит 
Ibandon expression (Y/N)?. Якщо відповісти Yes (натиснувши клавішу 
■літерою У), вся інформація, що є в буфері, зв’язаному з даним актив­
ам вікном, вилучається. Якщо ж відповісти No (натиснувши клавішу 
і літерою N), інформація зберігається і програма повертається до під­
пункту Merge.
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В разі введення всієї інформації до буфера, зв’язаного з активним 
вікном, з файлів (за допомогою операцій Merge чи Load), інформація 
вилучається без додаткового запиту Abandon expression (Y/N)?.

При зверненні до підпункту Demo з’являється додатковий запит у
вигляді

TRANSFER DEMO file:
Enter file name.

У відповідь на нього слід вказати ім’я файлу, який необхідно проде­
монструвати. Програма виводить на екран текст із вказаного файлу 
рядок за рядком, що дає можливість переглянути рядок. Після натис 
кання довільної клавіші вводиться наступний запис. В такий спосіб 
можна переглянути весь файл, ім’я якого вказано у відповідь на запит 
TRANSFER DEMO file:.

При зверненні до підпункту Load з’являється додатковий запит у 
вигляді

TRANSFER LOAD file:
Enter file name,

у відповідь на який слід вказати ім’я файлу, інформацію з якого необ 
хідно завантажити до буфера даного вікна типу Algebra замість наяв 
ної інформації. Після того як введено ім’я файлу, з’являється запиі 
Abandon expression (Y/N)?. Якщо відповісти Yes, наявна інформація т 
активного вікна типу Algebra вилучається і на її місце завантажується 
інформація з вказаного файлу. Якщо ж відповісти No, то операція за 
вантаження (Load) нової інформації не виконується і програма повер 
тається до підпункту Merge пункту Transfer.

При зверненні до підпункту Save з’являється додатковий запит у
вигляді

TRANSFER SA VE file: Type: Derive Fortran Pascal Basic Length:79
Select file type,

у відповідь на який слід вказати бажаний тип файлу, після чого
з’являється ще один запит у вигляді

TRANSFER SA VE file:
Enter file name.

У відповідь на нього слід ввести бажане ім’я файлу, в якому необхід* 
но зберегти інформацію, наявну в буфері активного алгебраїчного ні 
кна, після чого файл з вказаним іменем буде записано до піддиреккь 
рію DERIVE. При цьому імена файлів типу DERIVE (тобто створеній 
в середовищі DERIVE) отримують розширення МТН, а імена файлів 
типу FORTRAN, PASCAL, BASIC отримують розширення відповіднії
FOR, PAS, BAS.

При зверненні до підпункту Print з’являється додатковий запит у 
вигляді

PRINT: Printer File Layout Options 
Enter option.

При зверненні до підпункту Printer вміст активного вікна типу 
I Algebra виводиться на папір через друкуючий пристрій {Printer), на­

перед підготовлений до друкування.
При зверненні до підпункту File з’являється додатковий запит у вигляді

PRINT to file:
Enter file name.

у відповідь на який слід вказати бажане ім’я файлу, після чого інфор­
мацію із буфера активного вікна типу Algebra буде виведено до файлу 
з вказаним іменем. При цьому ім'я файлу отримує розширення PRT і 
файл розташовується в піддиректорії DERIVE.
І При зверненні до підпункту Layout з’являється додатковий запит 
І PRINT OPTIONS: Length:66 Width:80 Top.O Bottom:0 Lefi:8 Rigth:3

Enter page lines,
у відповідь на який слід ввести бажані параметри розташування текс­
ту: Length -  кількість рядків на сторінці, Width -  кількість стовпчиків 
(позицій) в рядку, Тор -  кількість рядків, що залишаються вільними 
від друку зверху сторінки, Bottom -  кількість вільних рядків внизу 
Сторінки, Left -  кількість стовпчиків, що залишаються вільними ліво­
руч, Rigth -  кількість стовпчиків, що залишаються праворуч.

При зверненні до підпункту State з’являється додатковий запит у вигляді
STA ТЕ: Load Save.

Якщо бажано запам’ятати даний стан установок програми (кольори 
графіків, меню, підказок та інших), слід звернутися до підпункту Save 
і у відповідь на запит

TRANSFER SAVE file:
вказати бажане ім’я файлу. Цей файл із розширенням імені INI помі­
щається в піддиректорій DERIVE. В майбутньому цей файл може бути 
шкористаний для відновлення установок програми, запам’ятованих у 

(вказаному файлі, для чого досить у підпункті State вказати на опцію 
\\pad і у відповідь на наступний запит
Щ TRANSFER LOAD file:

(ести ім’я файлу, в якому зберігаються установки різних параметрів 
Програмі.

Запитання для самоконтролю
Як з використанням послуг програми DERIVE'.
Зберегти інформацію, що є в буфері, пов’язаному з активним вікном типу Algebra, в деяко­
му файлі на дискові?

Приєднати до інформації, що є в буфері, пов’язаному з активним вікном типу Algebra, ін­
формацію з деякого файлу на дискові?
Очистити буфер, зв’язаний з активним вікном?
Переглянути рядки деякого файлу, що зберігається на дискові?
Завантажити інформацію з деякого файлу до буфера, пов’язаного з активним вікном типу 
Algebra, з одночасним вилученням наявної в ньому інформації?
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6. Вивести інформацію на принтер?
7. Запам'ятати установки, здійснені під час роботи з програмою?
8. Зберегти у файлах на дискові інформацію, що зберігається в буферах, пов’язаних з вікнами 

типу 2D-Plot чи 3D-Plot.

§ 45. Деякі допоміжні послуги програми DERIVE
Коротко розглянемо деякі допоміжні послуги програми DERIVE, 

що використовуються при необхідності встановити потрібні кольори 
зображень, точність обчислень, тип координат (полярні чи декартові), 
основу системи числення і ін.

При зверненні до пункту Options основного меню з’являється дода 
тковий запит
OPTIONS: Color Display Execute Input Mute Notation Precision Radix.
У відповідь слід вказати потрібний підпункт.

У разі звернення до підпункту Color з’являється додатковий запит 
у вигляді

COLOR: Menu Work.
Якщо вказати на підпункт Menu, з’являється ще один додатковий 

запит
COLOR MENU: Frame: п Option: ni Prompt: n2 Status: пЗ 

Background: n4 Border: п5
і підказка

Enter color number: 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 11 12 131415, 
причому кожен із 15 номерів подано в кольорі, що має цей номер.

У відповідь на запит слід ввести бажані кольори для рамок віком 
(Frame), назв пунктів меню (Option), підказок (Prompt), стану прогрі 
ми (Status, висвітлюється в найнижчому рядкові на екрані), фону віки« 
спілкування (Background), бордюру (Border).

Якщо вказати на підпункт Work, з ’являється додатковий запит 
COLOR WORK: Foreground: Background:, 

у відповідь на який слід ввести бажані кольори переднього плану ні 
фону зображень.

При зверненні до підпункту Execute з’являється додатковий запит 
D:\ DERIVE >

і підказка Enter DOS command. У відповідь на запит потрібно ввести 
команду DOS (наприклад, Dir, Copy і т.д.). Після виконання вказаної 
команди DOS управління знову передається до програми DERIVE (до 
головного меню).

При зверненні до підпункту Input з’являється додатковий запит
INPUT: Mode: Character Word \

і підказка Select input mode. У відповідь на цей запит слід вказати НІ 
один із двох режимів введення -  посимвольний (Character) чи поело* 
весний (Word).
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Наприклад, якщо встановити режим Word, то при зверненні до 
пункту Author головного меню і введенні виразу х2 його буде подано 

і у вікні виведення у вигляді х2, якщо ж встановлено режим Character,
І то у вигляді х - 2 . У  разі подальшого звернення до підпункту Substitute 
пункту Manage і підстановки 5 замість х при режимі Word одержимо 
число 52, при режимі Character вираз 5-2. Якщо далі звернутися до 

підпункту Expand і вказати на вираз 52, отриманий при режимі вве­
дення Word, число 52 залишиться без змін, якщо ж символи х і 2 були 
введені в режимі Character, то після підстановки замість х цифри 5 і 
{наступного звернення до підпункту Expand одержимо число 10.

При введенні в режимі Word спочатку числа, а потім букви, число 
виступає як коефіцієнт. Якщо вводяться спочатку букви, а далі цифри, 
то букви і цифри виступають як символи зображення імені деякого 

' числа.
При зверненні до підпункту Mute з’являється додатковий запит

MUTE: Active: Yes No
і підказка: Mute warning messages. Якщо вибрати підпункт Yes, то 
комп’ютер працюватиме без звукових реакцій на помилкові дії (mute -  
німий), якщо ж обрати підпункт No, то в разі помилкових дій користу­
вача чи аварійних ситуацій при виконанні програми видається звуко­
вий сигнал.

При зверненні до підпункту Notation з’являється додатковий запит 
І NOTA TION: Style: Decimal Mixed Rational Scientific Digit: 6 
і підказка: Enter numerical Output style, у відповідь на який слід вказа­
ти бажаний тип подання результатів обчислень та кількість цифр у 
поданні чисел (щоб перейти до підпункту Digit і навпаки, слід скорис­
татися клавішою Tab).

При зверненні до підпункту Precision пункту Options з ’являється 
додатковий запит

PRECISION: Mode Approximate Exact Mixed Digits: 6 
"Select arithmetic mode".

У відповідь на нього слід вказати бажану точність обчислень та кіль­
кість цифр у поданні їх результатів. Слід мати на увазі, що чим більше 
цифр замовляється у поданні результатів обчислень, тим більше часу 
вимагається на їх отримання.
І При зверненні до підпункту Radix пункту Options з’являється дода­
тковий запит

RADIX: Input: 10 Output: 10 
Enter base between 2 and 36.

У відповідь слід ввести основи систем числення, в яких подаватиму­
ться числа, що вводяться, та числа, що виводяться (до алгебраїчного 
вікна, тобто на екран).
І  Наприклад, якщо вказати

RADIX: Input: 10 Output: 2

1
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і далі вводити (скориставшись послугою Author) вираз cos(8 jc), в  алп 
браїчному вікні з ’ я в и т ь с я  cos(IOOOx ).

Якщо вказати
RADIX: Input: 2 Output: 2,

то при введенні чисел їх зображення можуть подаватися лише за до 
помогою цифр Oi l .  При спробі ввести іншу цифру видається повідо 
млення про помилку.

Якщо вказати
RADIX: Input: 2 Output: 10,

то при виведенні двійкових чисел вони подаються в алгебраїчному 
вікні в десятковій системі числення.

При зверненні до підпункту Quit з’являється запит
Abandon expression (Y/N)?

Якщо у відповідь натиснути клавішу з літерою Y, всі введені вири 
зи втрачаються і відбувається вихід із програми до середовища вико 
ристовуваної оболонки операційної системи. Якщо ж натиснути кли 
вішу з літерою N, програма залишається в стані, з якого було здійснс 
но звернення до підпункту Quit.

Деякі додаткові відомості стосовно послуг програми DERIVE мож 
на отримати, проаналізувавши інформацію, що надається при звер 
ненні до послуги Help та інших послуг.
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Розділ З
Програма EUREKA

§ 46. П о ч а т о к  р о б о т и  з  п р о гр а м о ю .
Д о п у с т и м і о п е р а ц ії  і ф ун к ц ії. В в е д е н н я  ін ф о р м а ц ії

Програма EUREKA призначена для розв’язування досить широкого 
кола математичних задач, дослідження функцій, побудови їхніх гра­
фіків, розв’язування рівнянь та систем рівнянь, відшукання оптималь- 
их розв’язків задач лінійного і нелінійного програмування та ін.

Для роботи програми EUREKA потрібен комп’ютер типу IBM PC з 
не менш ніж 384К оперативної пам’яті. Графічний монітор не є 
ібов’язковим, проте, якщо використовуються адаптери CGA, EGA, 

Hercules чи вище, графіки подаються в графічному режимі (при звер­
ненні до послуги Zoom).

Щоб розпочати роботу з програмою, слід запустити на виконання 
айл EUREKA.EXE.

Після входження до середовища EUREKA на екрані дисплея 
Виявляються кілька вікон у вигляді, поданому на рис. 3.1.

У верхній частині екрана подано головне меню програми, в 
нижній -  призначення функціональних клавіш. Призначення функціо- 
альних клавіш може змінюватися залежно від того, який із пунктів 

трограми є активним.
Головне меню складається із пунктів:

F i le E d it Solve

E d it

Eureka: The Soluer 
Commands Report Graph Opt ions

S o lu tio n

Uindou

Report

F l - l le lp  FS-Zoom FG-Next F7-Goto SCROLL-Size/move

U erifg

Рис. 3.1
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! Eureka: The Soluer
F i le  E d it So lue Commands Report Graph Opt і ons U indou

Load — -  E d it ...... —  .. j r........ ........... : ........ S o lu tio n і

Meu
Saue 1 і
W rite t o .. 11
D ire cto ry j 1
Change d ir 11
Rename 11
OS s h e ll  | і і

i f  Q uit

1 i ! 1

\ I 
j |

Report

і і

U e rifg

• i .............................................
j F l-H e lp  F5-Zoom F 6 -Mext

1

F7-Goto SCROLL-S ize/noue

Вирази у вікні Edit подаються за правилами, прийнятими в най­
більш поширених мовах програмування (Basic, Pascal тощо). Доступ­
ними є операції + (додавання), - (віднімання), * (множення), 
І (ділення), Л (піднесення до степеня).

У виразах можуть бути використані вбудовані функції 
і abs(x) абсолютне значення х,
atan2(y,x)
cos(x) 
\cosh(x) 
leriv(f(x),x) 

I txp(x) 
fact(n) 
4oor(x) 
im(x)

уарктангенс —,
х

косинус х,
косинус гіперболічний X, 
похідна відДх) за змінною х, 
експоненціальна (показникова) функція (ех) , 
п-факторіал,
найбільше ціле число, яке 
уявна частина х,

File Edit Solve Commands Report Graph Options Window.
Щоб звернутися до деякого пункту головного меню, слід, послідо 

вно натискуючи клавішу Space Ваг чи клавіші управління курсором vsqrt(x) 
встановити вказівник пунктів (підсвічений прямокутник) на жит(х) 

потрібний пункт і натиснути клавішу Enter (Ввести). Той же результат юІаг(х,у) 
досягається, якщо натиснути клавішу з літерою, яка в назві пункту \юІу(х, а„. 
меню вказана великою. Окремі пункти головного меню поділяються 
на підпункти, перелік ЯКИХ з’являється при зверненні ДО ВІДПОВІДНОГО g ,  j  

пункту головного меню (рис. 3.2). Звернення до таких підпунктів 
здійснюється аналогічно до попереднього. т(х)

Щоб відмовитись від виконання послуги і повернутися до стану, в ]цИ(х) 
якому було здійснено звернення до послуги, слід натиснути клавішу qrt(x)
Esc (якщо виконання послуги ще не завершено).

не перевищує X,
іна х,

■  ь
mteg(f(x),x, а, Ь) визначений інтеграл J / (x)dx ,

п(х)
loglO(x)

натуральний логарифм х, 
десятковий логарифм х, 
мінус квадратний корінь,
нормальний кумулятивний розподіл ймовірностей, 
перетворення до полярних координат,

,а {,ао) поліном апх"+...+ахх + ап
додатна частина х, 
дійсна частина х, 
знак х, 
синус х,
синус гіперболічний х, 
корінь квадратний з х,

Л0 9

Z (ЯКЩ О  ВИКОНАННЯ llUCJl^l YY П С  oauc-pLuviiu j .

Для введення потрібної інформації (з клавіатури) використовується р t(f(k),k, т,п) сума V/(/fc) 
пункт головного меню Edit. Після звернення до цієї послуги вікно Edit II уґт
стає активним (активне вікно позначається подвійною рамкою), і в 
ньому з’являється миготливий курсор. Це означає, що далі до буфера, 
зв’язаного з вікном Edit, можна вводити нові тексти і формули чи ре-1» При 
датувати раніше введені.

к= т

тангенс х,
тангенс гіперболічний х.

II При необхідності додати до умов задачі рядок коментарів на поча­
ту такого рядка слід поставити символ «;». Будь-який рядок, перед 

У вати раніше введені. ішм стоїть символ «;», сприймається як коментар. Рядок у фігурних
ітиепення і редагування вмісту буфера здійснюється за п р а в и л а м и ,« ^  також сприймається як коментар.
ийнятими в найбільш поширених текстових редакторах. ІІ До виразів, що о п и с у ю т ь  о б м а н н е ,  u p  p u p ,,.,,.,----- :..........
XJDy-ДУ/П 11/1 1 j —  ~ ~ J  - J L І

прийнятими в найбільш поширених текстових редакторах.
Щоб повернутися до головного меню після закінчення редагування 

раніше введеного чи введення нового вмісту, необхідно натиснути 
клавішу Esc або клавішу F10

кках також сприймається як коментар.
До виразів, що описують обмеження на значення змінних чи функ- 

іональні залежності, можуть входити стандартні функції та функції, 
изначені користувачем. При цьому функція, визначена користувачем, 
іисується за правилами:
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ім ’я_функції(ім'я аргументу) := вираз 
або

ім ’я_функції(ім ’яаргументу) = вираз, 
де вираз описує правило, за яким кожному значенню аргументу стави 
ться у відповідність певне значення функції.

Запитання для самоконтролю
1. Як розпочати роботу з програмою EUREKA?
2. Як визначити призначення функціональних клавіш?
3. Як звернутися до потрібного пункту меню?
4. Як звернутися до деякого підпункту деякого пункту меню?
5. Як відмовитись від виконання послуги, до якої здійснювалось звертання?
6. Яке з вікон використовується для введення і редагування інформації?
7. Як позначається активне вікно?
8. Якого роду інформацію можна вводити до вікна £Х>/7?
9. Як повернутись до головного меню програми?

10. Які операції і функції допустимі при коригуванні виразів?
11. Щ о є ознакою коментаря?
12. Як описуються функції, визначені користувачем?

Вправи для самостійного виконання
Користуючись послугою Edit програми EUREKA, ввести до запам’ятовуючих пристроїв 
комп’ютера вирази, що в загальноприйнятому запису мають вигляд: 

arctg(3);
h

1)
2)

3)

1)2)

Jsin (x2 +x+\)dx\
4)

5)

dx
(cos2 x)\

If
100

£*(* +1).
*■=l

Ввести функції, визначені користувачем:

/ ( т ) : = х 2 + cos2 дг- lg (3 -x ) ;
5) norma ( * ) : = ,/ X

v(x):=
ln(x + 5)

+ 3ctgx;

3) s(* ):= v(x)
/(*)

+x -5x; 6) p(x,y):= [ £ ( x ,  - y , ) 2 .

4) iv(x):=^Tvi — C*xl ( l - x )

мають бути заздалегідь визначені або вказані безносері ціі.<> 
Після введення виразу відповідне значення одразу подій їй  ч 
додатковому вікні Calculator (див. рис. 3.4).

Якщо потрібно отримати таблицю значень деякої функції, 
рнутися до підпункту Function пункту Graph і у відповідь 
Enter function ввести позначення функції, наприклад/(х), v(x),I........

у виразі, 
в тому ж

С Л І Д  ІКС

на запит 
w тощо,

F i le  E d it  s 0 i ve Eureka: The S olver 
Commands Report

E d it  — I 
C:G0LDEUR. L in e  1 

f ix )  := s in (x )+ x ^ 2 / 5 -x '43 / ' 1 2  
s ix ) := f lx ) -5 « c o s lx )Ц u lx ) := s in lx ) /c o s lx )І и Іх ) := х ~ 2  

u u a lx ) := c o s lx y'2 )
1  v s lx )  := ln lx « 7 ) - s i n l 8 *x ) / 4  
I  x = l

Report

O erifq  
C a lc u la to r 
Find other 
Ite ra te

Graph

r
Options 

Solut ion

"1
U indou

Uerifg

Г

F l-H e lp  F5-Zoom F6 -Next F7-Goto SCROLL-Size/move

Рис. 3.3

F i le  E d it  Solve Eureka: The Solver 
Commands Report

Col 1

§ 47. О б ч и с л е н н я  з н а ч е н ь  в и р а з ів  і ф у н к ц ій .
П о б у д о в а  т а б л и ц ь  зн а ч е н ь  ф у н к ц ій

При необхідності обчислити значення деякого виразу слід зверщ 
тися до підпункту Calculator пункту Commands (рис. 3.3). При цьому 
з’являється додаткове вікно із позначенням Calculator (рис. 3.4), післ*
ЧОГО можна ВВОДИТИ вирази, значення ЯКИ Х потрібно обчислити. Дії^і-Неір ESC-Return to 
виразів можуть входити стандартні функції та функції, визначені ко 
ристувачем, в довільному поєднанні. Значення аргументів при цьому

E d it
C:G0LDEUR. L ine 1  

[if(х):=sin(x)*x"Z/5-x"3/12 
I j s l x ) : = f lx ) -5 * c o s 1x )
I  j v Cx) : =s in lx ) /c o s lx )
| u lx ) : = x " 2

( v a lx ) := c o s lx ^ 2 ) x
I v s lx ) := ln lx + ? ) -s in l  C a lc u la to r

|X = 1  u lu lu lZ ) ) )
= ►  256.00000

s I n lv ls q r t lu 1 3 . 14 15 9 2 /4 ) ) ) ) ) )  
= » - .84147081fIstutulvalvslx))))))
-= ►  .37369766

Graph Options Uindou

S o lu tio n

V a ria b le s Оа1 ues

1.0000000

O e rify

menus SCROLL-Size/move

Рис. 3.4
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і далі у відповідь на запит Enter function definition ввести вираз, який 
визначає правило обчислення значень функції. Далі слід звернутиси 
до підпункту List пункту Graph.

При зверненні до підпункту List з’являються по черзі додаткові за 
пити First point, Increment, Number o f values, у відповідь на які слід 
ввести відповідно перше (початкове) значення аргументу, його при­
ріст та кількість значень, які необхідно включити до таблиці.

В результаті цього в нижній частині екрана праворуч з’являється 
додаткове вікно List з таблицею значень аргументів і відповідних їм 
значень функції (рис. 3.5).

Інший шлях -  скориставшись послугою Edit, ввести до вікна Edit 
визначення потрібної функції, а також вирази, в яких замість позна 
чення аргументу вводяться його конкретні значення.

Приклади
Нехай потрібно обчислити значення функції fix) = sin(jc) + х2 для 

значень аргументу 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5 та значення функції 
s(x) -  fix) -  5cos(x) для значень аргументу 1, 2, 3.

Скориставшись послугою Edit, введемо визначення функцій fix) ні 
s(x):

f(x):=sin(x)+xA2 : s(x):=f(x)-5*cos(x), 
а також вказівки (рис. 3.6):

f l  = f (0.5) :f2 =f(l) :f3 =f(L5) : f4  =f(2) 
f5  =f(2.5) :f6  =f(3) :f7  =f(3.5)
S1=S(1) : S2=S(2) : S3=S(3).
При цьому якщо дві чи більше вказівок або визначень функцій не 

обхідно записати в один рядок, вони відокремлюються між собою 
двокрапкою. Після того, як визначено функції та введено всі необхідні 
вказівки, слід припинити роботу з послугою Edit, натиснувши клавіип 
Esc чи F10, і звернутися до послуги Solve. В результаті цього у вікні 
Solve з’явиться повідомлення (рис. 3.6)

Solution:
Variables

Л
Лл
ял
/бл
s i
s2
s3

Values 
= .72942554 
= 1.8414710 
= 3.2474950 
= 4.9092974 
= 6.8484721 
= 9.1411200 
= 11.899217 
= -.86004054 
= 6.9900316 
= 14.091082

F i le E d it

„ C.'GOLDEUR.
f(x).=sin(x)*x"2 
s(x):=ftx)-5*cos(x)

Solve

E d it  
L in e  3

Eureka : 
Commands

Col 1

The S olver 
Report Graph Options Hindou

S o lu tio n
„ C:SOLUTION. L i ne i 
Solution: 1

і і
V a ria b le s

Report

C :L IS T .

1.0000000 Z.0000000
3.0000000
4.00000005.0000000

L is t

Ualues

1.0000000 
Lin e  1 0

f  (x)
1.8 4 14 710  
4.9092973 
9 .13 112 0 0  
15 .23319 8  
24.031076

F l  Help F2-Save F3-Load F52o o n
F6 -Mext F7-Retj B lk F8 -End B lk  SCHOLL-Size^moue

Рис. 3.5

F i le E d it So lue

E d it
Line

Eureka: 
Commands

Col 23dGOLDEUR.
; f  ( x ) := s in ( x b x ~ 2  
s ix ) := f( x ) -5 « c o s ( x )  
f l = f ( 0 .5 ) :f Z = f ( 1 ) :f 3 = f ( 1 . 5 ) : f 3 = f (2) f5=f(2.5):f6=f(3):f7=f(3.5) 
s l= s ( l) :s 2 = s ( 2 ) :s 3 = s ( 3 )

The S olver 
Report

f  5 

f 6  

f  7 

si 
s 2  

s3
Report

272

■ .................................................................
IF l-H e lp  F2-Saue F3-Load F5-Zoom F6 -Hext F7-Beg

Graph Options Hindou 

S o lu tio n
C :SOLUTION. L in e  21 

= 6.8383721

= 9 .14 112 0 0

= 11.8 9 9 217

= -.86004054

= 6.9900316

= 14.091082

U e rifg

B lk  F8 -End B lk  SCROLL-Sizexmoue

Рис. 3.6

t  Запитання для самоконтролю
1 Як з використанням послуг програми EUREKA обчислити значення деякого виразу?
2 Як з використанням послуг програми EUREKA отримати таблицю значень функції?

3 Як можна використати послугу Solve для обчислення значень функції у вказаних точках?
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5. у  =  sin* - 1 *

6. y  =  c o s x -  1

Вправи для самостійного виконання
Скориставшись послугами програми EUREKA,
а) обчислити значення виразів:

1. sin( 1.2) -  cos(2); sin(cos(2)); cos(sin(2)); cos(cos(cos(cos(cos(1.3)))));
2. arctg(1.5); arctg(arctg(arctg(3)));
3. arcsin(0.2); sin(arctg(4)); cos(arctg(2));
4. arccos(0.3); arccos(arcsin(0.2)); tg(arccos(-0.4));
5. log,o(2.75); 23 7; log2(log2(log2(143.79)));

б) побудувати таблиці значень функцій:2
1. у  =  sin(x‘ ) на проміжку [0, 1] з кроком 0.1;2
2. у  =  log2(x +  х  +  1) на проміжку [0, 20] з  кроком 1;
3. у  = s in x - x  на проміжку [0, 0.2] з кроком 0.01;

( X2)4. у  — cosx — І 1 — ~  на проміжку [0, 0.2] з кроком 0.01;

х 3 х 5 х 7 1----- + -----------------на проміжку [0, 0.5] з кроком 0.01;
6 120 5040 J

х 2 x J х 6 1------+ ----------------на проміжку [0, 0.5] з  кроком 0.01;
2 24 7200 J

7. y, =  log2( l  +  x )  на проміжку [0, 0.5] з кроком 0.01.

§ 48. Р о з в ’я з у в а н н я  р ів н я н ь  і с и с т е м  р ів н я н ь
При необхідності розв’язати деяке рівняння чи систему рівнянь І 

використанням послуг програми EUREKA слід звернутися до послуги 
Edit і ввести відповідне рівняння чи систему рівнянь, після чого звер­
нутися до послуги Solve. В результаті цього у вікні Solution отримаємо 
один із розв’язків задачі, описаної у вікні Edit.

Якщо задача не має точного розв’язку або його не знайдено, 
подається наближений розв’язок та найменше відхилення (нев’язка) 
від рівностей, вказаних у задачі, яке отримується при підставлянні 
такого наближеного розв’язку до розглядуваних рівнянь.

Для перевірки розв’язку, поданого у вікні Solution, використо­
вується послуга Verify пункту Commands.

При зверненні до цієї послуги всі знайдені значення змінних під­
ставляються у рівняння і нерівності, подані у вікні Edit, після чого ви 
водяться різниці (нев’язки) між лівими та правими частинами рівняні.
і нерівностей.

Результати перевірки подаються у вікні Verify.
При зверненні до підпункту Find other пункту Commands відшу­

кується розв’язок, відмінний від поданого у вікні Solution, і якщо він 
є, подається в цьому ж вікні Solution. Одночасно подається один
розв’язок.

Н

При зверненні до підпункту Iterate пункіу Сотіпііпі Is про nut 
Іжується пошук розв'язку, починаючи m І ІІІЧМІ, Н >11,III Ііуію іірипиїн
'но попередній пошук.

При формулюванні задач локально (лише па час розв'язування да 
ної задачі) можуть бути встановлені деякі установки (параметри, нка- 

Ііувані у підпункті Settings пункту Options). В такому випадку перед 
введенням рівнянь, нерівностей та інших обмежень на значення шу­
каних величин слід також ввести директиви відносно установок, що 
подаються у вигляді, наприклад 
І $ complex = yes 
чи

1 $ complex = по Бо у вигляді 
$ settings
accuracy = . 00000000001 
digits = 9 
$ end

|іт.п. (див. підпункт Settings пункту Options, а також Help).
Приклади
1. Якщо, скориставшись послугою Edit, ввести рівняння хЛ2 -

1 5 * х  + б = 0, після чого звернутися до послуги Solve, у вікні Solution 
(являється повідомлення

Solution
Variables Values 

х =3.0000000.
Якщо далі звернутися до послуги Find other (знайти інший розв'я- 

юк), з'являється повідомлення (рис. 3.7);
Solution

Variables Values
х = 2.0000000.

Слід мати на увазі, що не всяке рівняння Eureka розв'язує коректно, 
|кщо не вказати деякі додаткові умови.
І 2. Якщо, скориставшись послугою Edit, ввести рівняння ехр(х) -
юсЛ3 -  2 = 0 і потім звернутися до послуги Solve, з’являється повідо- 
щення

Solution
Variables Values

х =38448.098,
дч наведене значення змінної х не є розв’язком вказаного рівняння, в 
ему можна пересвідчитись, звернувшись до підпункту Verify 
Іеревірити) пункту Commands. В результаті цього у вікні Verify 
'являється повідомлення (рис. 3.8):
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Eureka : The So1 ver
F i le  E d it  Solve Commands Report Graph Options U indou

E d it  — U e rify
C :GOLDEUR. L in e  1 C a lc u la to r 

x^2-5*x+6=0 Find  other
Ite ra te

i;;
Report

S o lu tio n
C :SOLUTION. L in e  1 

S o lu tio n  :

U a ria b le s Ualues 

x = 2.0000000

U e rify

F l-H e lp  F5-Zoom F6 -Next F7-Goto SCROLL-Size/move

P h c . 3 .7

F i l e  E d it Solve
Eureka : 

Commands
The S o lv e r ------------------------------------------------------------ I

Report Graph Options Uindou

E d it S o lu tio n
C:GOLDEUR. L in e  1 Col 15 C:SOLUTION. L in e  1

e x p (x l-x ~ 3 -2= 0 S o lu tio n :

U a riab le s Ualues

X = 38448.098

Report U erifg
C:UER1FY. L ine 7

e x p (x l-x " 3 -Z  = 9 .9999999e*9
0 = .0000000

d iffe re n c e  = 9 ,9999999e+999

F l-H e lp  F2-Save F3-Load F5-Zoom F6 -N ext F7-Beg Bib F8 -E rd  B lk  SCROLL-Size/raovc

P h c . 3 .8

Evaluation o f formulas:
Formulas Values

exp(x)-x*3-2 = 9.9999999e+999
0

difference
= .0000000 
= 9.9999999e+999.
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Разом з тим графічне дослідження показує (рис. 3.9), що вказане 
рівняння має два дійсні розв’язки: Xi я -1.2, Хг » 4.6. Щоб отримати ці 
розв’язки за допомогою програми EUREKA, слід вказати початкове 
наближення, з якого програма продовжить уточнювати розв’язок. Для 
цього слід до вікна Edit ввести додаткову інформацію у вигляді х:= а, 
де а -  початкове наближення розв’язку.

Наприклад, якщо до вікна Edit введено ехр(х) - х л3 - 2  = 0: х: = -2, 
то за командою Solve отримується х= —1.1926858. Перевірка за допо­
могою послуги Verify при цьому дає (рис. 3.10):

Evaluation o f formulas:
Formulas Values

exp(x) -дгЛ3 - 2  = .0000000
0 =.0000000

difference —. 0000000
x =-1.1926858.

Той же розв’язок отримаємо і у випадку, коли за початкове набли­
ження взяти -1.

Якщо ж за початкове наближення вибрати 0, то при зверненні до 
послуги Solve отримаємо х= -102819.62. Перевірка з використанням 
послуги Verify показує, що останнє значення змінної х не є розв’язком 
досліджуваного рівняння.
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File Edit Solue Commands:ommands ^ Repirf Graph Options U indou

C SOLDEUR.
exp (x)-x~3-Z=0 
x:=-Z

Edlt „ , ,Line 3 Col 1

Report

S o lu tio n
CtSOLUTIOH. L ir e  1  

S o lu tio n :

U a ria b le s Ualues 

„ = -1 .13 2 6 8 5 8

Uerifg
C:UER[FV. L ine 7

е х р (х )-х лЗ -2  = .0880000
0  = .0080000

d iffe re n c e  = . 0 0 0 0 0 0 0 0

3. Нехай потрібно розв’язати рівняння $іп(х) + 2 
початковому наближенню х значень 0 ,1 , 2, 3,..., 43

1п(х). Надаючи 
одержимо різні

I Kl-Help F5-Zoom F6-Next F7-Goto SCROLL-Size/moue

Рис. 3.10

Eureka: The Soluer notions Hindou
File Edit Solue Commands Report Graph Options

наближені розв’язки з похибками від 10'16 до 0.8 (рис. 3.11).
Аналіз графіка функції Дх) = sin(x) + 2 -  1п(х) показує, що рівняння 

sin(x) + 2 -  1п(х) = 0 має 5 розв’язків (рис. 3.12):
Х]«3.85, х2 * 6.08, х3 « 9.20, х4 « 13.18, х5 « 14.93.
Інших дійсних розв’язків не існує, хоч графік функції 

І fix) = sin(x) + 2 -  1п(х) при х6 = 20.37 досить близько проходить біля 
рсі Ох і розглядувана функція в цій точці набуває значення 

j(x 6) = -0.015, близького до нуля. Тому якщо точність обчислень неве- 
|лика, може здатися, що точка Хб = 20.37 також є розв’язком розгляду­
ваного рівняння.

Аналізуючи результати, отримані за допомогою програми 
\EUREKA, можна з’ясувати роль, яку відіграє початкове наближення 
для отримання того чи іншого розв’язку рівняння, а також роль графі­
тних побудов для отримання чітких висновків про розв’язки задачі.

4. Нехай потрібно розв’язати систему рівнянь

Edit
C.G0LDEUR. Line 2 Col 5

sin(x)+2=ln(x)
x:=0

Report

Solution 
C SOLUTION. Line 1

Solution :
Uariahles Ualues 
x = 20.371239

Maximum error is .015329866

Uerifg
C.UER1FV. = Lineg7ga?g4

№ 1  = 3 .0 14124
difference (error) =

^  ***** ■"

Рис. 3.11
Аналогічно некоректні розв’язки отримуються, якщо за початкове 

наближення вибрати 1,2, 3, 6, 7 та ін. Якщо ж за початкове наближен­
ня вибрати 4 або 5, одержуємо розв’язок х = 4.5958636, який з достав 
ньою точністю задовольняє рівняння, про що свідчать результати ви
конання послуги Verify.
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Графічний аналіз показує, що вказана система рівнянь має чотири 
розв’язки
Х\ =  0.97, у \  = 0.20; х2 =  0.20, у2 = 0.97;
* 3  -  -0.97, уз = -0.20; х4 = -0.20, у4 = -0.97.

Якщо ввести до вікна Edit вказані рівняння і далі скористатися по­
слугою Solve, не вказавши ніякого початкового наближення до 
розв’язку, у вікні Solution з’явиться повідомлення 

Solution:
Variables Values 

х  = .97890631
у  = .20430964

maximum error is 7.6383344e-14,
тобто програма знаходить один із можливих розв’язків вказаної сис­
теми рівнянь (рис. 3.13). Звернення до послуги Find other не дає нових 
результатів.

Якщо ж вказати початкове наближення х:= 0, у:= 1, одержуємо: 
х = 0.20430964, у = 0.97890631.

Якщо вказати початкове наближення х:~ -1 ,у:= 0, одержимо: 
х = -0.97890631, у = -0.20430964.

Якщо вказати х:= -0.1, у:= -1, то 
х =-0.20430964, у = -0.97890631.

5. Розв’язати систему рівнянь

F i le  E d it  Solve
Eureka: Tlie S olver 

Commands Report Graph Options Uindou

CiGOLDEUR.
хЛ2 +дЛ2 = 1
g = lz(5 * x)

E d it  
L ine 3 Col 1

S o lu t io n
C:SOLUTION. L in e  1 

S o lu tio n :

O a riab le s

x

4

Ualues

.97890631

.20430964

F i le  E d it  Solve
Eureka: The S olver 

Commands Report Graph Options Uindou

C :GOLDEUR. 
l*x-2*y+3«z=-Z  

;-2 » x -3 « y -5 « z = l  
7*x-4uy-9*z=3

E d it  
L in e  1 Col 5 S o lu tio n

C:SOLUTION. L ine 1  
S o lu tio n :

U ariab les

x

g

z

Ualues

3.3S00000 

3.6500000 

.65000000

Report Uer i f g
C :U E R IF Ï. L in e  7 

l* x - 2 «g+3 *z = - 2 . 0 0 0 0 0 0
- 2  = - 2 . 0 0 0 0 0 0  

d iffe re n ce  (e rro r)  = -4.4408

F I  Help F2 Save F3 Load F5-2oom F6 -N ext F7-Berr B lk  FB-End B lk SCROLL-Size/move

Report

Maximum e rro r i s  9 .9920072e 15

U e rifg
C :U ER 1FÏ. L in e  7x̂ ?+tCZ = 1.0000001 4 = 1.000000

d iffe re n c e  (e rro r)  = 9.99200

F l-H e lp  FZ-Save F3-Load F5-Zoom F6 -N ext F7-Be9  B lk  F8 -End B lk  SCROLL Size/moue

Рис. 3.13

Рис. 3.14
lx - 2 y  + 3z = -2,
-2 x  + 3 y -5 z  = 1, 
l x - 4 y - 9 z  = 3.

Скориставшись послугою Edit, введемо вказані рівняння до вікна 
І Edit, і далі звернемось до послуги Solve. В результаті цього до вікна 
folution виводяться:

Solution
Variables Values

х = 3.3500000
у  = 3.6500000
z = 0.65000000.

Як показує перевірка, наведені значення змінних х, у, z задоволь- 
|няють всі рівняння вказаної системи рівнянь (рис. 3.14).

Запитання для самоконтролю
1 Як з використанням послуг програми EUREKA розв’язати: рівняння в йду У х) =  0?

І  / і(х )  Систему трьох лінійних рівнянь з трьома невідомими? Систему двох нелінійних
І рівнянь з двома невідомими?

2. Як перевірити, задовольняє чи ні знайдений наближений розв’язок задані рівняння?
З Скільки розв’язків одночасно виводиться до  вікна Solution, якщо їх кілька?
4. Для чого використовується послуга Iterate пункту Commands?
5 Як встановити деякі обмеження на параметри задачі на час її розв’язування?
6 Чи всяке рівняння EUREKA розв’язує коректно?
ї .  Як вказати початкове наближення, в околі якого слід шукати розв’язок задачі?
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2.

3.
4.

1.

2.

1.

Вправи для самостійного виконання
За допомогою послуг програми EUREKA розв’язати 
а) рівняння:

s m x - c o s x  =  —;2
cos4 х -  sin4 х = sinxcosx; 

cos2x +  sin2x = 1;

sin x + sin 2x +  sin Зх = 1 + cosx  +  cos2x; 

б)систему рівнянь:

5. sin2 x + 3 = 4sinx;

6. log2 x = 4 - x 2;

7. 2 “ = sin(x2 ).

х + у - І , 3 їх 2 + у  = 4, 5.
х - у  -  3; | ln |x y |=  1;

х - у  = 2, 
- х  + у  = 1;

4 Ш + Л Я = 4,

[2 і - у  = 0 ;
6.

j x  + y  = 3,

2x -  4y = -6:

(sin(xy) = 0.5, 

| x  +  y 2 = - l .

§ 49. Р о з в ’я з у в а н н я  н е р ів н о с т е й  і с и с т е м  н е р ів н о с т е й
При необхідності одержати один із розв’язків нерівності чи систе­

ми нерівностей відповідні обмеження на змінні вводяться аналогічно, 
як і рівняння та системи рівнянь, з тією лише різницею, що (но 
обов’язково всі) знаки рівностей замінюються знаками (строгих чи 
нестрогих) нерівностей.

Слід мати на увазі, що EUREKA не повідомляє, має система рів­
нянь чи нерівностей дійсний розв’язок, чи не має. Наприклад, якщо 
ввести до вікна Edit нерівності

х>  1 : х < 0
і дати вказівку Solve, у вікні Solution з’являється повідомлення 

Solution
Variables Values

х = 1.0000000
maximum error is 1.0000000, 

а коли до вікна Edit ввести систему рівнянь
h  = x + 1,
[ у = х + 2

і дати вказівку Solve, у вікні Solution з’являється повідомлення 
Solution

Variables Values
х =.94593949
у  = 1.9459395

maximum error is 1.0000000,
хоч вказані системи нерівностей і рівнянь не мають розв’язків.
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Eureka: The Soluer
F i le  E d it  So Lue Commands 

E d it
C:G0LDEUR. L in e  3 Col 1 

х~2-п|л2<=2.5 
abs(x)*ahs(gl>=l

Report

F l-H e lp  F2-Saue F3 Load F5-Zoom F6 -Next

Report Graph Options Uindou 

S o lu tio n
C:SOLUTION. L in e  ?  

S o lu tio n :

U a ria b le s  Oalues 

x = .89803805

g = 1.0880461

U erifg
C:U EBIF¥. L in e  ?

x"Z*g~2 = 1.990316
2 .5  =  2.5000000

d iffe re n c e  = -.50968339

F7-Beg B lk  F8 -End B lk  SCROLL-Size/moue

Рис. 3.15

*чг
ІЖІ
m
за.

Г pafiN Операції Інтеграцій Опції 
Ai>i<<pii . о п ер ац ії ►
Hep івність ►

Дотична
Довжина цуги

С-ма нерів. G<x,y)>=0
С-ма неріе. у (х )>=0

Значення G(x,y)

Стат » Інше і~ н

Виб ір
XI G 2 G З

у<Х> r<R> у< Т> S l a t  P o l y  G t x , y :

Функція

0=-хл2-ыл2+2.5

Orabs<x>+abs(y)-l.9

Статус

Ви беріть послагу 

к/іав ішами Т , 4-

Enter — підтвердження 

Esc - вихід

Масштаб =Лвто

Рис. 3.16
Таким чином, необхідно аналізувати результати, отримані за про­

грамою, враховуючи подані похибки, виконавши відповідні графічні
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побудови тощо, і давати відповідну інтерпретацію та пояснення ре­
зультатів.

Приклад
Знайти розв’язок системи нерівностей

їх 2 + у 2 <2.5,
[|х| 4-|у| > 1.9.

Після введення з використанням послуги Edit вказаних нерівностей 
звернення до послуги Solution одержуємо х = 0.89805913, 
1.0883485 (рис. 3.15).

І ні і’ ки Tim Molufii
F i le  E d it  Sn lu r ( іммліііК  Мг|н» t Graph Options Ulndnu

Edit
C: GOLDEUR. Lino 1 Col 1 

u=intea<sin(x).*.И. I) 
u=inteq(sintxA2 ),x, - I ..I) 
f Cx):=exp( х *7у ;  I «rt(2«3 ill'.'- ' 
s=integ(f(x),x,-3i3)

та o u v p i i v i x u / i  д и  u w

у = 1.0883485 (рис. 3.15).
Звернувшись до послуги Find other, можна знайти і деякі інші 

»зв’язки вказаної системи нерівностей. Множину всіх розв’язків цієї

і’язок системи нерів-

U И Г ш и  in n e r  , м и ж п а  .5Г
розв’язки вказаної системи нерівностей. Множину 
системи подано на рис. 3.16.

Запитання для самоконтролю
1. З використанням яких послуг програми EUREKA можна отримати розв 

ностей?
2. Яке повідомлення видається в разі, якщо система нерівностей несумісна?
3. Як з використанням послуг програми EUREKA переконатися, що система нерівностей несу­

місна?

Вправи для самостійного виконання
Використовуючи послуги програми EUREKA, знайти розв’язки вказаних нерівностей і сис­
тем нерівностей:

1

Report

Solution
С »SOLUTION. L in e  1 

S o l u t i o n :

V a r ia b le s  Ha lues 

s  = .93730031

v = 1 .9B99925

u = 1.0838308

V e r if y
C »VERIFY. L in e  7

u = 1.9B999Z
in te q (s in C x ). . .  = 1.989992

d iffe re n c e  = . 0 0 0 0 0 0 0 0

1.
log1/2U - l )

2. 21oglofj I 3 <  1;

< -1:

x1 - 6 x  + 5 3
4 lo g ,(*  + l) ^  

l°Si/s —!)

I logi,2( l k - 3 | - 4 | )  

\\x\in+ \y \V2< \,

\jx\ + \y \> j- ,

j|x [20+ b p ° < l ,

1;

>2; f sin(abs(x) +  abs(T)) ^ 0,

10. 2 x - 3 y > - 6 ,

I - 3 x  + 2 y  > -6 .

5. log1/2 ( 4 -  |.r |) > 4;

§ 50. О б ч и с л е н н я  п о х ід н и х  т а  ін т е г р а л ів
h

При необхідності обчислити визначений інтеграл виду [f (x)dx
a

слід, скориставшись послугою Edit, ввести вираз виду w = integ(/(.\-), х, 
a, b) і звернутися до послуги Solve.

Наприклад, якщо ввести v = integ(sin(x), х, 0, 3) і далі звернутися до 
послуги Solve, отримаємо v= 1.9899925, а для w = integ(sin(xA2), 
х, -1, 3) отримаємо w = 1.0838308 (рис. 3.17).

Підінтегральна функція може бути визначена заздалегідь. 
Наприклад, якщо до вікна Edit ввести
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Fl-Help F2-Saue F3-Load F5-Zoom F6-Next F7-Beq Blk F8-End Blk SCROLL-Sіze/moue

Рис. 3.17

Eureka: The So1yer
File Edit Solue Commands Report Graph Options Uindou

C:GOLDEUR. u=deriu(x~2.x)
■ x=l
fCx):=sin(x) 
u=deriu(f(t),t) 
t=3.111592

Edit 
Line 6 Col 1

і Report

S o lu tio n
C »SOLUTION. L ine 1 

S o lu tio n :

V a ria b le s  Values

t  = 3 .14 159 20

u = -1.00000000

U = 2.0000000

X  =  l . t

V e r ify
C»VERIFY. L in e  7

u = 2.000000
d e riu (x A2 ,x )  = 2 . 0 0 0 0 0 0

d iffe re n c e  = . 0 0 0 0 0 0 0 0

Fl-Help F2-Saue F3-Load F5-Zoom F6-Next F7-Beq Blk F8-End Blk SCROLL-SizeXmoue

Р и с . 3 .1 8

fix)\= exp(-xA2/2) / sqrt(2*3.141592) 
s = integ^ic), x, -3 ,3),

[о після звернення до послуги Solve одержимо (рис. 3.17) 1=0.99730031.
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При необхідності обчислити похідну деякої функції в деякій точці 
х = а до вікна Edit слід ввести вирази виду 

s = deriv (fix), х) 
х -  а

і далі звернутися до послуги Solve. Наприклад, якщо до вікна Edit вве­
сти вирази

w -  deriv (хл2, х) 
х = \ ,

то після звернення до послуги Solve отримаємо 
W =  2.0000000 
х = 1.0000000.
Як і раніше, функція fix) може бути визначена заздалегідь. Напри­

клад, якщо до вікна Edit ввести 
fix)\= sin(x) 
v = deriv (fit), t) 
t = 3.141592,

то після звернення до послуги Solve одержимо (рис. 3.18) 
v = -1.0000000 
Г = 3.1415920.

Запитання для самоконтролю
1. Як з використанням послуг програми EUREKA обчислити визначений інтеграл виду

ь
\ f ( x ) d x l
а

2. Чи можна з використанням послуг програми EUREKA знайти первісну для ф ункції/*)?
3. Як з використанням послуг програми EUREKA обчислити значення похідної заданої функції 

в заданій точці?
4. Чи можна з використанням послуг програми EUREKA знайти аналітичний вираз похідної 

від заданої функції?
Вправи для самостійного виконання

Скориставшись послугами програми EUREKA.
а) обчислити значення похідних заданих функцій у вказаних точках:

1. у  =  cos(sin(x)), *  = 1; 5. у  = log, (log3( lo g ,(*))), *  = 247;

2. y’ = sinC0S,* > * = 2.5; 6. у  = х г\  х =
3. у  =  sin(sin(sin(sin(sin(x))))), *  = 0.7;

4. y  = ( |3 - x |s in ( 2 x ) ) ln(S' , \  * =  1;
б) обчислити значення визначених інтегралів:

1. j  sin(A;2 +  2jc + 2 )dx;
і

4. |  V l + x + x2 + * 3 +  x4 dx: 
0

і
2. f2-*’dx; 5.

2J  (cos(sin(*)) + sin(cos(x)))dx;
0 - 3

1 1
3. 2dx: 

_,->/2л
6. J |3 - | x 2 - 5 x  +  6 | |— .

-4 *

286



§ 51. В ід ш у к а н н я  о п т и м а л ь н и х  р о з в ’я з к ів  
д е я к и х  за д а ч  м а т е м а т и ч н о го  п р о г р а м у в а н н я

Використання нослуї програми EUREKA надає можливість відшу­
кати розв’я жи задач на мінімізацію чи максимізацію функції видуДх) 
при обмеженнях виду ф,(.*) ^ 0, (/ = І, 2 ,...,« ). При цьому функціїJ{x), 
Ф,(х) можуть бути лінійними чи нелінійними, опуклими чи неопукли- 
ми, а змінна аг може бути як одновимірною, так і багатовимірною.

У загальному випадку задачу виду
m in/(x), G = jar: ф;(х )< 0 , і = 1,и|

називають задачею математичного програмування.
Якщо фуикціїДх), ф,(х) опуклі (донизу), тоді таку задачу називають 

задачею опуклого програмування, а якщо лінійні -  задачею лінійного 
програмування.

Точку х є  G, в якій досягається min / (аг), називають оптимальною

точкою або оптимальним розв’язком вказаної задачі математичного 
програмування, а значення fix  ) -  оптимальним значенням функції Дх) 
на множині G.

Якщо при зверненні до послуги Edit введено директиву типу
$ max (у),

тоді буде максимізуватися значення змінної у, вказаної в дужках.
Якщо деяку змінну, наприклад F, необхідно мінімізувати чи мак- 

симізувати при обмеженнях на параметри, від яких залежить змінна, 
слід подати відповідну директиву у вигляді

$ min(F),
вказавши, крім того, як виражається змінна F через такі параметри та 
які обмеження накладаються на них.

Приклади
І. Нехай потрібно розв’язати найпростішу задачу лінійного про­

грамування: максимізувати значення змінної v = х + у  при обмеженнях 
на змінні:

- Т ф і ,  , > о , , > о .
2 3 3 2

Якщо ввести до вікна Edit директиву про максимізацію змінної v, 
шраз змінної v через змінні х, у  та обмеження на змінні х, у, тобто:

$ max(v)
V =х + у
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Eureka : The S olver
...........................

F i le  E d it So1ue Commands Report Graph Options U indou

E d it S olution
С :G0LDEUB. L in e  7 Col 1 C:S0LUTI0N. L in e  1

$max(u} П S o lu tio n :
u=x+g
х > = 0 V a ria b le s  Ualues
g > = 0
-x /Z * g /3 > = -l u = 1 Z. 0 0 0 0 0 0
x /3 -y x Z > = -l

X = 5.9999999

у = 5.9999999

Report V e r ify
C :VERIFV. L in e  7

u = 1 Z .00000
x+g = 1 Z .00000

d iffe re n ce  =

.............! I.............................................

ÜÜUUUU0 U

F l-H e lp  FZ-Saue F3--Load F5-Zoom F6 -Next F7-Beg Вlk  F8 -End Вlk  SCROLL-Size/moue

Рис. 3.19
ОперіцІі Інтеграли Опції

/чг~: х=6.006925208 у=6.000720Ю  х = 12 . Оі5в533в?
<ИМ і  пХ = -0.5 *MaxY=8.5

Виб i v
G і  G2 G3 G4 G5

g<X> r< F )  у<Т> St-at Ро ї  g  S < x ,  у ,

Функція

0 = -x/2+y/3-t-_L

0=х/3-у/2+1 

0=х+у 

0=х+у-6 

0=х+у—12

С т  а т у с

Підведіть стр і/іку в по­

трібну точка клавішами 

* , *
Enter - координати 

Esc - вихід

Рис. 3.20
х > = 0  
у  > =  0
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-x/2 + y/3 > = -1 
x/3 -y /2  > = -1,

то після звернення до послуги Solve у вікні Solution з’являється (рис. 3.19): 
Solution

Variables Values
v =12.000 000
х =6.000 0000
у  =6.000 0000,

що є коректним розв’язком задачі (рис. 3.20).
2. Розглянемо таку задачу неопуклого нелінійного програмування
$ max(v) 
v =хл2 + ул2 
abs(x) <= 1 
abs(y) <= 1.
Якщо звернутися до послуги Solve, не вказуючи початкових зна­

чень для змінних х та у, одержимо (рис. 3.21):
Solution

Variables Values
v = 1.9980829
х =.99952061
у =.99952060,

що є одним із розв’язків задачі (рис. 3.22).
Якщо вказати початкове наближення х:= -\, у := -5, одержимо 

v = 1.9980829, х = -.9995206\ ,у  = -.99952061, що також є одним із

Eureka: The Soluer
F i le  E d it  Solue Commands Report Graph Options Uindou

E d it  S o lution
Lin e  5 Col 1 C :SOLUTION. L in e  1

S o lu tio n :

U a ria b le s Ualues 

u = 1.99808291 і
x = .99952059

Sju = .99952063j j

Report U e rifg
C:MERIFY. Line 7

u = 1.998082
x~2-g~2 = 1.998082

d iffe re n ce  = , 0 0 0 0 0 0 0 0; Ї ’;
F l-H e lp  F2-Saue F3-Load F5-Zoom F6 -N ext F7-Beg B lk  F8 -End B lk  SCROLL-Size/raoue

Рис. 3.21

C:G0LDEUR.
Smax(u)
и=хл2 +цл 2
absCx)<=l
absCg)<=l

2 8 9



розв’язків. Очевидно, найбільшого значення при вказаних обмежен­
нях на аргументи розглядувана функція досягає у всіх чотирьох вер­
шинах квадрата

{(х,у): abs(x) < 1, abs(у) < 1}.
Запитання для самоконтролю

1. Яку задачу називають: задачею математичного програмування? задачею опуклого програ­
мування? задачею лінійного програмування?

2. Яку точку називають оптимальним розв’язком задачі математичного програмування?
3. Яке значення фун.кції.Дх) називають оптимальним, якщо розглядається задача min/ (.х)?

x e G

4. Як з використанн ям послуг програми EUREKA знайти: розв’язок задачі лінійного програму­
вання? розв’язок задачі опуклого програмування? розв’язок задачі неопуклого програму­
вання?

Вправи для самостійного виконання
Знайти оптимальні розв’язки таких задач лінійного програмування:

1. max f  (х,у), д єД х , у) = -х  + 2у,
(дг,у )  є G

G = {(x,y<): х  + 2 у  + 2 > 0 ,  2х + у - 4 > 0 ,  х - у  + 2 > 0 ,  x - 4 y + 1 3 S 0 ,  4х + у  +  2 0 >  0};

2. max f ( x ,y ) ,  a.efix,y) = (2 - 1) х + у ,
( Xfy ) € G

С = {(х,уУ. -2 x  - y  + 8 > 0 , x + jy - 1  > 0, 3 х - 2 у м - 3 > 0 , - x  + y  + 4 > 0 ,  x > 0 ,  y > 0 } ,  

для всіх t із множини {0, 1 ,  3, 5, 7, 9};
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3. шах /і. I I 4*4) І і ІН К ІІ  l iI .v i

a  j ( \ > - \ і' ( i t  і і й  h  )fw§ 1  I r f ? i v | l V f  і й 11 n  M ir t
дня IU 14 t it MIImhhiii III I 4 1 і  1}4 . I I I I  Мої ІММ 'IM'.» н і »  * НИ'Мн III. M|h I MM t ,  H | K lim 1-ми « Н и ж и  , - м і  н ш н м і п  hl'HInhl
ЛМО 2. 1 I м  ' •!*- HH II *>\ •! I \ f *M HH I ••'♦■Milt « li ИІІНІ !• •|HHIII< •• Ml I
ІІОІІІЛІЮ I t  ІЙ |  ' 'H IIM! I IfMJ'lM i l l «  >1 IJHinl ІИ 1(1 I 1 flM IM|!Hit | i|M I I I H 11 *l|i M* f I, 11* 
ШІІ'ІІІІІІІ і ш і і н іч  in  lu l l*  | '.i  in  | iiiim) ». \ «\ |мі 4П «мі M . - i  И | | | |" Н М  МИ " П | і" П іІ" І -
1 га  плоті in i їм | м и n ' ii iN|>\ Ml tin h m  i|>v• v 10 u n  Иі»> нлпніу ми м>*нІІІ iu imiiiiI ho 
трібно ІНІІИ* * III III/I »•" Ml\  M MI.IV|»V III«»0 ИфИМИІІІ HM"МОЇ it ЩіІМІІНМ прибути. »1 КИЮ ItrpillOl
кулі.іури lloiplOll" ІіОрйШ Mr МГМІІІС як 50. л другої не менше як 150 неп і перім *

Знайти оішімшії.ііі ритміки таких задач нелінійного програмування:
1. min f (x ,y ) , ікАх.У )“ ху. G =-{(x,.y): |дг| + |,у |£  і);(х,у)вО 1 •
2. rimaf(x ,y ) ,  JX f ( x ,y )  = \x\ + \y\, G = {(x,yy. M - 5 )  + ( 7 - 3 ) < 2 } ;

3. max f (x ,y ) ,  де f ( x ,y )  = ax + by, G = j(x-,^): J\x\ + J \y \< 1 для кожної пари (a, b) із(x,.v)6G ( * J
множини nap ((4, 0), (3. 1), (1, 1), (1, 3), (0, 4), ( -1 , 3), ( -1 , 1), ( -3 , 1), ( -4 , 0). ( -3 . -1 ) , 
( - 1 , - 3 ) ,  ( 0 , - 4 ) ) .

§ 52. П о б у д о в а  гр а ф ік ів  ф у н к ц ій
При необхідності побудувати графік деякої функції виду у  = fix) 

слід звернутися до пункту Graph головного меню.
При цьому з’являється додаткове підменю у вигляді

Plot
Output Screen 
List
Function.

При зверненні до підпункту Function з’являється додатковий запит 
у вигляді Enter function, у відповідь на який слід ввести позначення 
функції.

Далі з’являється запит Enter function definition. У відповідь на ньо- 
і го слід ввести вираз, який визначає функцію. Після того, як функцію 
визначено, можна побудувати її графік, для чого слід звернутися до 
підпункту Plot.

При зверненні до цього підпункту з’являються по черзі додаткові 
запити у вигляді Left endpoint value та Right endpoint value, у відповідь 
на які слід ввести відповідно лівий та правий кінці проміжка, на якому 
бажано побудувати графік.

Графік буде виведено на екран чи на друк в залежності від того, 
Іякий із двох можливих підпунктів (Screen чи Printer) буде вказано за 
допомогою послуги Output.

Графік виводиться на дисплей у додаткове вікно з назвою Plot в 
текстовому режимі (рис. 3.23). При зверненні до послуги Zoom
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(натисненням клавіші F5) графік подається в графічному режимі в 
додатковому графічному вікні, що розгортається на весь екран.

Якщо функції v(x), f x ) ,  s(x) і т.д. визначено заздалегідь у вікні Edit 
і відбулося звернення до послуги Solve, тоді при зверненні до підпун­
кту Plot пункту Graph на полі вікна Edit з’являється перелік імен та-

F i l e  E d i t  S o lv e
E ureka: The S o lv e r  

Commands R ep o rt

c : SOLDEUR.BAK 
f i x )  :=sinC x)+ x ,'Z /5 -  
s ( x ) := f ( x ) - 5 « c o s tx )  
u C x l:= s in C x )x co s(x )  
u (x ):= x ^ 2  
v a (x ) := c o s (x  2 )  
v s ( x ) := ln tx + ? ) - s in (  
g (x ):= x * * sin (x )

E d it  
L in e  1 Col 1

vCxl = x '2 - 3
P lo t

25 .5+

Graph Options Uindou 

P lo t
O utpu t S creen  
L is t
F u n c tio n  v (x )

E n te r  f u n c t io n  d e f in t io n
xA2—3

—5.00

Mo S h i f t  k eg s  a r e  d e f in e d

e r  i f  g

----- j.
5 .0 0

.25

Рис. 3.23

F i l e E d it S o lve
E ureka: The S o lv e r  

Commands R eport Graph O ptions Uindou

E d it
C:GOLDEUR.BAK L in e  7 

f C x ) :=s i n (x) +хЛ2 /5 -х Л3 / 12  
s ix ) := f( x ) -5 « c o s ( x )  
u (x ) := s in (x )/c o s (x )  
u t x ) :=хЛ 2  
va (x ):= co s(x  2 )
v s ( x ) : = l n ( x * 7 ) - s m ( 8 » x ) / 4
х " '2 - 5 * х * 6 = 0

R eport

Mo S h i f t  k eg s a r e  d e f in e d

Col 12
P lo t  
Output 

Sol L i s t
Function

Ua

S creen

fs
v
va
usu

3.0000000

І!

ких функцій (pin і ї ї  І Ці«Й i m f l y  <it ini і ї ї  1 1 >ih|...... ш и ї  і і u n i t e  <|>n i i k

І цій, потрібно (ИПКпрМі юіціфчм * МИМІШІ уііріШИІІІНИ курсором І і ) 
встановити іік.і іииші ім> и фміміні ми їм м фмікцп. і рпфік якої котрі 
бно побудув.пи. і ті і ні п\ мі киїпшт / /неї ми пі мою у відповіді, па 
Ізапити Left і'іііі/пііііі \iihii пі Itп-In • il/'iuiil uilnr вкаїаіи ііиу і праву 
межі проміжки. їм яіиїм\ імііііоіміиміїься аргумсні. В результаті 
цього у додаікоиом\ пікш ІЧої буде подано графік вказаної функції 
рис. 3.25).

(де — І)2 — 3 для значень х із
Приклади
1. Побудувати графік функції /і(х ):

[проміжки [-3, 5].
Звернувшись до підпункту Function пункту Graph, введемо у від­

повідь на запит Enter function позначення функції, наприклад f (x) ,  та
вираз, що визначає функцію, а саме (х -  1)Л2 -  3 (у відповідь на запит 
Enter function definition). Крім того вкажемо ліву межу -3 (у відповідь 
ha запит Left endpoint value) та праву межу 5 (у відповідь на запит 
flight endpoint value) проміжка, на якому задано функцію /і(х). В ре­
зультаті цього на екрані з’являється додаткове вікно Plot, в якому (в 
Гекстовому режимі) подається графік вказаної функції (рис.3.26). Звер­
нувшись далі до послуги Zoom (для чого досить натиснути клавішу 

5), одержимо графік тієї ж функції, поданий у графічному режимі 
крану.

Uer If  g 
C:U ERIFV. 

хЛ2-5*х+6 
0

d i f f e r e n c e  =

L in e  7 
.0000000 
.0000000 .00000000

Рис. 3.24

F i l e E d it S o lve
E ureka : The So1uer 

Commands R ep o rt Graph O p tio n s Uindou

E d it
C:GOLDEUR.BAK L ine  7

f (x ) := s in ( x ) + x ~ 2 /5 -  
s i x ) := f ( x ) - 5 * c o s ( x ) |  f 
v ( x ) := s in ( x ) / c o s ( x )  
u (x )  :=хЛ2 
v aC x):= c o s(x ÄZ) 
v s ( x ) := ln ( x + 7 ) - s in (  
xAZ-5»x-4i=e

F

Col 12
P lo t

2 .3 5

P lo t
L e f t  e n d p o in t v a lu e  

-2  .5

3.0000000

-2 .5 0 .4 .0 0

erifg

-3 .1 3

L in e  7 
.0000000 
.0000000 .00000000

Fl-Belp Esc-ftbort

Рис. 3.25
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F i l e E d it

і
С :GOLDEUR. ВАК 

f i x ) := sin lx )-* x ÄZ /5 -  
s i x )  := f (x )-5»«cos(x) 
u ix ) := s i n i x ) / c o s t x )  
w ix):=x"Z  
u a i x ) : c n s (x ^ Z ) 
u s ix )  : = ln ix -* 7 ) - s in i  
x^Z-5*x-6=0

Solue

E d it

Eureka: The Solver
Commands Report Graph Options Uindou

F l- t ie lp  E sc-A b o rt

L in e  7 Col 1Z
P lo t  —  

f l i x )  = C x - i r Z - 3  
1 3 .9  -

-3 .0 0

-3 .8 0

P lo t
O utput S c reen  
L i s t
F u n c tio n  f l ( x )

E n te r  f u n c t io n  d e f in t io n  
< x - i r Z - 3

e r i f g

5 .0 0
L in e  7 

.0000000 

.0000000 
.00000000

Phc. 3.26

File Edit Solue
шгска.

Commands Report Graph

Edit Plot
C:GOLDEUR.BAK Line В Col 1 Output

f i x ) :=sinix)*x*Z/5-xÄ3/lZ Sol List
s ix ):= fix )-5«cosix) 
uix)^sinixl/cosix) 
utx):=x"Z

Ua
Function

ua(x):=cosCx^2) f j! X =
usix):=lntx+7)-sin{8*x)/4 s

і хл2-5»х-*6=0
І

jj u (j
?j ua it :

1.............................................
, üs : :

C: REPORT.
ппнттнннниннм It
Eureka : The S 
Wednesday Мои 
Name of input

- 1.36

Fl-Help

Рис 3.27

O p tio n s  Window 

S creen

3.0000000

2. Нехай до вікна Edit введено функції

/  (х): = sinx + - — — , 
5 12

s(x): = /(x )-5 c o sx ,

sinxv(x):=
cosx

w(x):= X2,

e r i f g
L in e  7 

.0000000 

.0000000 .00000000
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Name of input

F 1-H e lp  Esc-A bort

Рис. 3.28

va(x):= cos(x2), vs:= ln(x + 7) -  s'n^-y)
4

Звернемось до підпункту Plot пункту Graph і у відповідь на запит/ 
v, v<t , vs, w (рис. 3.27), вкажемо на функцію v.v, введемо ліву і праву 

нежі зміни аргумента відповідно -6.7 та -5.0 і натиснемо клавішу 
"inter. В результаті цього отримаємо графік функції v.v(x) на проміжку 
-6.7; -5] (рис. 3.28).

Вправи для самостійного виконання
Скориставшись послугами програми EUREKA, побудувати графіки функцій на вказаних 
проміжках:

1. f ( x )  = i[x, х є [ - 8 ,8 ] ;  5- / ( * )  =  *1пх, * є [ - 1 ,5 ] ;

2. / ( х )  = lg (-x ) , х є [ - 1 0 , 10]; 6. f ( x)  =  !— , х є [ - 1 ,5 ] .
3. / ( х )  -  sin(cos(x)), .v є  [ -7 , 7]; 1°&тх
4. / (х) = cos(sin(x)), x є  [ -7 , 7];

§ 53. Р о б о т а  з  в ік н а м и
При роботі з програмою EUREKA на екрані дисплею можна розмі- 

іувати кілька вікон різних розмірів та по різному розташованих.
Якщо необхідно виконати ті чи інші операції з вікнами, слід звер­

гтися до пункту Window.
При зверненні до цього пункту з’являється додаткове підменю 

ис. 3.29):
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Eureka: The Soluer
File Edit Solue Conmands Report Graph Options Window

Edit
C:GOLDEUR.BAK Line В 

f (x) :=sinCx)<-x'42/'5- 
sCx) : = { (x)-5«cos(x) us 
u(x):=sin(xVcos(x) 
w (x):=хл2 
ua(x ):=cos(x*2) 
vs(x):=ln(x~7)-sinC 
хл2-5«х*6=0

S o lu t io n  Open
Col 1 C :SOLUTION. Lin* C lose

P lo t  Next
Zoom

-1.02 U alu es I i l e
S tack

* 3 .0 0 0 0  Goto

■\---------------------------------------------h*4
- 6 . 7 0  -5 .0 0

C:REPORT.

E u rek a : The S 
Wednesdag Nou 
Name o f in p u t

-1 .36

e r i f l i
L in e  7 

.0000000 

.0000000 .00000000

F l-H e lp  F5-2oom F 6 -H e x t  SCROLL-Size/mooe

Рис. 3.29

F i l e  E d it  S o  lu e
E ureka: The S o lu e r

Commands R eport Graph O p tio n s U і ndou

м».................................. P lo t Open
ï........... S o lu tio n C lose

U e rifg
R eport

Next
2oon
T ile
S ta c kC :GOLDEUR. BAK L in e  7

E d it
Col 12 I n s e r t  In d en t Tab

f  (x ) := s in (x )  ♦ x ' 'Z /5 -x ''3 x lZ  
s ( x ) := f ( x ) - 5 « c o s ( x )

Goto

і v (x )  := sin (x )/"cosC x) і u (x ):= x~ Z  
і u a (x ) := c o s (x ^ 2 )

v s (x )  := ln (x » 7 ) - s in (8 * i .x ) /4
; x"2-5*x*6=0

F l-H e lp  F5-Zoom F g -M e x t  F7-G oto SCROLL-Size/moue

Рис. 3.30
Open, Close, Next, Zoom, Tile, Stack, Goto.

При зверненні д о  підпункту Open з’являється перелік назв вікон: 
Edit, Solution, Verify, Report, Plot, List.

Якщо встановити вказівник на одну із вказаних назв, відповідне н 
кно стає активниїм (ознакою активного вікна є подвійна рамочка). 11
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При зверненні до підпункту Zoom вміст активного вікна подаєгься 
на весь екран. При повторному зверненні до цього ж підпункту відно­
влюється попередній стан екрану. Той же ефект досягається натис­
ненням клавіші F5.

При зверненні до підпункту Till всі відкриті вікна розміщуються на 
екрані і мають однакові розміри.

При зверненні до підпункту Stack всі відкриті вікна у збільшених 
розмірах розташовуються на екрані у вигляді набору поставлених од­
на за однією карток (стеку). Перегляд вікон та інші операції над вік­
нами при цьому виконуються цілком аналогічно до попереднього 
(рис. 3.30).

При зверненні до підпункту Goto відбувається перехід до активно­
го вікна.

Запитання для самоконтролю
1. Які послуги програми EUREKA використовуються при необхідності змінити розміри та роз­

ташування вікна на екрані?
2. Як використати весь екран для одного вікна?

! 3. Як розташувати вікна у вигляді поставлених одна за однією карток? 
і 4. Як переглянути вміст вікна, що розташоване третім у стекові?

5. Як перейти до активного вікна?

Вправи для самостійного виконання
і 1. Розташувати одночасно на екрані всі 6 вікон (Edit, Solution, Verify, Report, Plot, List) одна­

кових розмірів.
2. Розташувати на екрані лише 2 вікна: Edit і Solution, причому кожне з них має займати поло­

вину екрану.
3. Розташувати всі 6 вікон Edit, Solution, Verify, Report, Plot, List у вигляді стеку.
4. Закрити вікна Verify, Report, List.
5. Зробили активним вікно: a) Solution, б) Edit; в) Plot.
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§ 54. Р о б о т а  з  ф а й л а м и
Для забезпечення виконання операцій над файлами призначено 

пункт File. При зверненні до пункту File з’являється додаткове меню 
(див. рис. 3.2):

Load, New, Save, Write to..., Directory, Change dir,
Rename, OS shell, Quit.

Підпункт Load використовується в разі необхідності завантажити 
до буфера, пов’язаного з вікном Edit, вміст деякого файла. При звер­
ненні до цього підпункту з’являється додатковий запит у вигляді

Load File Name
* *

• ?

у відповідь на який слід ввести бажане ім’я файла. При цьому слід 
уникати таких розширень імен файлів, як .EXE, .ВАК, .COM, .BAT. 
Якщо ніяке ім’я файла не вводити, а просто натиснути Enter або ввес­
ти символ * чи вилучити всі символи і натиснути Enter, на екрані 
з’явиться активний піддиректорій EUREKA (рис. 3.31). Якщо ввести 
символ ? (чи ?.?), з’явиться позначення кореня каталогу на робочому 
дискові, вхід до якого дає можливість переглянути перелік всіх підди- 
ректоріїв на даному дискові (проте ввійти в будь який піддиректорій в 
такий спосіб неможливо).

Якщо в піддиректорії вказівник імен встановити на пункт .А і нати­
снути Enter, відбувається перехід до директорію вищого рівня, в яко­
му можна побачити перелік піддиректоріїв на даному дискові і ввійти 
до будь-якого з них, як звичайно.

Якщо у вибраному піддиректорії вказівник імен файлів встановити 
на деяке ім’я і натиснути клавішу Enter, вміст цього файла буде заван­
тажено в спеціальний буфер і відображено у вікні Edit на екрані. Далі 
цей файл можна редагувати, давати вказівки про знаходження 
розв’язків вказаних тут задач тощо.

При зверненні до підпункту New до вікна Edit завантажується файл 
Noname. Якщо текст в буфері вікна Edit не було завчасно збережено, 
з’являється повідомлення:

NONAME not saved. Save? (Y/N) Press Esc to cancel.
Якщо текст необхідно зберегти, слід відповісти Yes (натиснувши 

клавішу з літерою Y) і далі у відповідь на запит File Name вказати ба­
жане ім’я файла. Якщо відповісти No (натиснувши клавішу з літерою 
N), інформація, що відображається у вікні Edit, втрачається. Якщо на­
тиснути клавішу Esc, операція New скасовується.

Підпункт Save призначено для використання при необхідності збе­
регти у робочому файлі інформацію, що є у активному вікні. При зве­
рненні до цього підпункту з’являється додатковий запит у вигляді 
File Name, у відповідь на який слід ввести бажане ім’я файла. Якщо

F i le Г.ІІІ
Load 
New 

F ( Saue 
s( W rite tu
U (  U n  П  І Ш І )

u( Chnniin il li 
va Rename 
us OS s h e ll 
X Quit

C : REP01

Eureka : The S 
Wednesday Mou 
Marne of input

•■ta Неї и * і ni і 
ИМ" Нмрмі I ''•■иіі Opt Imin W! імііім

Milили I lin. il

< к I un In I
AN
I III Ml l | l  Milt 
I I n ' . M l  I IKn 
DKHIHT.KKA 
міні Km LOG 
GOLDKUR 
ІИКО.DBF 
1NSTALL.EXE 
JUKEBOX. PRG

.’ In  I n  I l u l l
' Я0М/Т10И. I

I rtHD.’l KKn
(.HKHKgx. кил 
COMPLEX.EKA 
EINST.COM
eu r ek a .roc
GOLDEUR. BAK 
INFO.IDX 
INTEG.EKA 
LADDERS.EKA

I I II/
С а ГІШЕКПЧ«.-

CrtHI.OAN EKA 
GHKMCQ3. EKA 
CONFIG.EKA 
EQUITY. EKA
G
HELP.EKA 
INFO.NDX 
JUGGLE.COM 
LINECHG.EKA

-1.3 6

On lues

CHEMBAL.EKA 
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Рис. 3.31
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E d it
C : GOLDEUR. BAK L in e  8

f ( x ) := s in ( x ) * x * 2 /5 -  
s ( x ) := f( x ) -5 « c o s ( x )  us 
u (x ) := s in (x ) /c o s (x )  
w (x):=хл 2  
ua(x) :=cos(x*'2 ) 
u s ( x ) := ln ( x + ? ) -s in (  
x~2-5«x+6=0

Eureka: The Soluer 
Commands Report Graph Options Window

Col 1

P lo t
C :SOLU

U a riab les 
S e tt і nefs 
Co lors 
D ire c to r ie s

Eureka d ir  
Problem f i l e s

Enter d ire c to ry

CAEUREKA
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F 1-H e 1 p Esc-A bort
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e r i f  y
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Рис. 3.32

ж ,-------и іп-міЧп-рсдш^ їм  М фЗ-ИЛЗ., ДО НЬОГО з в т о м з т и ч н о
додасться розширення ВАК. Якщо ніяке нове ім’я файла не буде вка­
зано, інформацію буде збережено в файлі з іменем NONAME.
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Підпункт Write to., призначено для використання при необхідності 
записати інформацію з активного вікна до файла з іменем, відмінним 
від імені файла, з якого інформацію було прочитано.

Підпункт Directory призначено для використання при необхідності 
переглянути список файлів деякого директорію. Для перегляду актив­
ного директорію досить у відповідь на додатковий запит Enter mask 
натиснути клавішу Enter.

Якщо необхідно переглянути інший директорій, слід вказати шлях 
до нього за звичайними правилами DOS.

Якщо в даному директорії встановити вказівник імен на ім’я деяко­
го піддиректорію і натиснути клавішу Enter, з’явиться перелік файлів 
вказаного піддиректорію. Вихід із піддиректорію до директорію ви­
щого рівня здійснюється як звичайно (для чого потрібно встановити 
вказівник імен файлів на позначення ,.\ і натиснути клавішу Enter).

Підпункт Change dir призначено для зміни при необхідності актив­
ного директорію. У відповідь на додатковий запит слід ввести шлях 
до директорію, який надалі буде активним.

Директорій програми EUREKA містить системні файли: 
EUREKA.EXE, файл конфігурації CONFIG.ЕКА, файл допомоги 
HELP.EKA.

Слід мати на увазі, що якщо активним буде не директорій 
EUREKA, деякі послуги програми EUREKA стануть недоступними, 
якщо до нового директорію не переписати системні файли програми 
EUREKA. Наприклад, якщо змінити активний директорій, то послуги 
Help перестають бути доступними.

Підпункт Rename призначено для використання при необхідності 
перейменувати файл, пов’язаний з буфером редагування.

При зверненні до підпункту Directories пункту Options з’являється 
додатковий запит у вигляді (рис. 3.32)

Eureka dir С: \ EUREKA
Problem files.
Якщо є потреба зберігати файли задач для системи EUREKA та її 

програмні файли в різних директоріях, слід вказати, де вони знахо­
дяться. В такий спосіб система зможе відшукати і завантажити всі її 
файли, якщо вона починає роботу, коли директорії розташовані в різ­
них місцях.

Якщо вказано директорій, де зберігаються файли задач, за вказів­
ками File, Load, Save, Write та Directory відбуватиметься звернення до 
цього директорію доти, поки не буде вказано інший.

При зверненні до послуги Load Setup пункту Options завантажуєть­
ся до оперативної пам’яті завчасно записаний на дискові файл устано­
вок системи. Якщо в системному директорії є файл INITIAL.EKA, він 
автоматично завантажується при завантаженні системи EUREKA. При 
зверненні до підпункту Load Setup з’являється додатковий запит у ви-
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При зверненні по нідпупі. і у Write Setup з'являється додатковий за­
питу вигляді ( ’onfly, file V ііідмоиідь па нього слід вказати ім'я файла, 
в якому бажано Мсріми угінновки, що стосуються розмірів вікон, 
кольорів і а інших параметрів системи EUREKA. При цьому до імені 
файла система « а т о м а пічно додає розширення .ЕКА, якщо воно не 
було вказане.

Програма EUREKA забезпечує контекстно-чутливу допомогу, що 
надає можливість отримувати пояснення про призначення і правила 
використання саме тієї послуги, до якої відбувається звертання в да­
ний момент.

При зверненні до допомоги (після натиснення клавіші F1) на екрані 
з’являється вікно Help, в якому подається текст з необхідними пояс­
неннями, що стосуються пункту меню, на який в даний момент вста­
новлено вказівник пунктів. В цьому тексті окремі назви виділено за 
допомогою спеціального вказівника. При необхідності отримати ін­
формацію про виділену назву чи продовжити перегляд інформації до­
сить натиснути клавішу Enter.

Деякі додаткові відомості стосовно послуг програми EUREKA мо­
жна отримати, проаналізувавши інформацію, що надається при звер­
ненні до послуги Help та інших послуг, а також файли *.ЕКА, що міс­
тять приклади задач, які можуть бути розв’язані з використанням по­
слуг програми EUREKA.

ЗОЇ
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